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Modélisation

Modeles déterministes et stochastiques pour les rythmes circadiens

Deterministic and stochastic models for circadian rhythms
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Résumé

Les rythmes caractérisés par une période proche de 24 h sont générés, chez quasiment tous les organismes vivants, par I'autorégulation
négative de I'expression de genes de I'horloge circadienne. Les modéles déterministes fondés sur cette régulation génétique permettent de
rendre compte de ces oscillations circadiennes dans des conditions environnementales constantes (en obscurité constante par exemple) et de
I'entrailnement de ces rythmes par des cycles lumiére—obscurité. Lorsque le nombre de molécules d’ARNm et de protéines est faible, il est
nécessaire de recourir a des simulations stochastiques pour déterminer I'influence du bruit moléculaire sur les oscillations circadiennes. Il est
en effet possible que le mécanisme d’autorégulation de I'expression génétique ne puisse produire de rythme stable, en raison des fluctuations,
si le nombre de molécules impliquées dans le mécanisme de I'horloge est peu élevé. Nous avons effectué la comparaison entre approches
déterministe et stochastique pour un modele fondé sur 'autorégulation négative d’un géne de I'horloge circadienne. Apres avoir développé le
modéle déterministe en étapes élémentaires, nous montrons, a I'aide de simulations numériques, que des oscillations circadiennes robustes
peuvent se produire déja pour un nombre de molécules de I'ordre de quelques dizaines d’ARNm et quelques centaines de protéines. En outre,
les résultats indiquent que la coopérativité caractérisant la répression de la transcription augmente la robustesse des rythmes tandis que
I'entrainement par des cycles lumiére—obscurité stabilise la phase des oscillations circadiennes.
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Abstract

Circadian rhythms, characterized by a period of about 24h, are generated in nearly all living organisms by the negative autoregulation of
clock gene expression. Deterministic models based on this genetic regulation account for circadian oscillations in constant environmental
conditions (e.g., in constant darkness) and for entrainment of these rhythms by light—dark cycles. When the number of clock mRNA and
protein molecules is low, it is necessary to resort to stochastic simulations to assess the influence of molecular noise on circadian oscillations.
Indeed, itis possible that the autoregulatory mechanism of gene expression might not produce stable rhythms due to fluctuations if the number
of molecules involved in the clock mechanism remains too low. We have compared the deterministic and stochastic approaches for a model
based on the negative autoregulation of a clock gene. We show by means of stochastic simulations that robust circadian oscillations can already
occur when the maximum number of MRNA and protein molecules is of the order of a few tens or hundreds, respectively. Furthermore, the
results indicate that the cooperativity characterizing the repression of the transcription process strenghtens the robustness of ciroadian rhyth
and that entrainment by light—dark cycles stabilizes the phase of the oscillations.
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Les rythmes circadiens, caractérisés par une période pro-
che de 24 h, sont observés chez quasiment tous les organis-
mes vivants, des bactéries aux mammiféres en passant par
Neurospora, les plantes et les insectes([1,2]} Chez tous les
organismes étudiés, e mécanisme moléculaire de ces ryth-
mes repose sur |” autorégulation négative d’ un géne del’ hor-
loge circadienne. Cependant, le mécanisme détaillé des ryth-
mes circadiens varie d' un organisme al’ autre. Ainsi, chez la
drosophile, la protéine PER réprime |'expression de son
propre géne, per tandis que chez Neurospora, ¢’ est la
protéine FRQ qui réprime |’ expression de son géne, frq[1,2]]
Chez la drosophile, la protéine PER exerce sarépression en
formant avec TIM un complexe dont le réle est de blogquer
I’ activité du complexe CY C-CLK, activateur de latranscrip-
tion

Plusieurs model es théoriques pour les rythmes circadiens,
fondés sur les mécanismes de contrdle mis en évidence
expérimentalement ont été propo Tous cesmodeles
utilisent des équationsdifférentielles pour décrirel’évolution
temporelle des concentrations en ARNm et en protéine de
I"horloge circadienne et peuvent générer des oscillations
autonomes. En outre, ils permettent I'étude de différentes
propriétés des rythmes circadiens comme I’ entrainement par
des cycles lumiére—obscurité, les déphasages induits par des
pulses de lumiéere ou le phénoméne de compensation de
température.

Un systeme d'équations différentielles déterministe offre
une description globale de la dynamique de I horloge circa-
dienne. Cette description peut étre vue comme une moyenne
sur un grand nombre de molécules intervenant dans un en-
semble de réactions chimiques. Or, compte tenu du fait que
des oscillations circadiennes peuvent déga se produire au
niveau de cellules isolées, la question de la validité de tels
modeéles pour des nombres limités de moléculesd ARNm et
de protéines de I'horloge se pose . En particulier, des
oscillations circadiennes cohérentes peuvent-elles survenir
dans ces conditions ? Cette question peut étre abordée a
I'aide d'une formulation stochastique du modele, tenant
compte du caractére probabiliste des réactions chimiques.

Nous avons effectué des simulations stochastiques d'un
modél e simple pour lesrythmescircadi ens Cemodéle
ect fondé sur une seule boucle de rétroaction décrivant la
répression du géne per par son propre produit, la protéine
PER, chez la drosophile ). Le géne per est transcrit
danslenoyau, I’ ARNm quitte le noyau pour serendredansle
cytosol ouil est traduit en protéine Per. Celle-ci est phospho-
rylée adoublereprise. Laforme biphosphoryléeentredansle
noyau ou €elle réprime |’ expression du géne per. Ce modéle,
initialement proposé pour les rythmes circadiens chez la
drosophile, peut étre également appliqué au cas d autres
organismes, comme Neurospora|[5]|

Pour déterminer I effet du bruit moléculaire sur les os-
cillations circadiennes, le modéle décrit ci-dessus est tout
d’ abord décomposeé en étapes élémentaires, ¢’ est-a-dire que
chaqgue étape non linéaire— michaélienne ou coopérative—
est décomposée selon le schémaréactionnel auquel ces ciné-

transcription PER nucléaire
du géne per (Pn)

lT
ARNm per (M)—#=PERq (Pg) PER;(Py) PER2(P2) —#

S

Fig. 1. Modéle pour les rythmes circadiens. Ce modéle incorpore la trans-
cription du géne per et letransport del’ ARNm per (M) versle cytosol ouil
est traduit en proténe PER non phosphorylée (P,) et dégradé. Laforme P, de
laprotéine peut étre réversiblement phosphorylée delaforme P, en P, et de
la forme P, en P,, successivement. La forme P, peut étre dégradée ou
transportée dans e noyau (P,,) ol elle exerce une répression coopérative sur
I’ expression du gene per. L'évolution temporelle des 5 variables est décrite
par un systeme de cinq équations différentielles détermini stes

tiques correspondent. Chacune de ces étapes élémentaires est
caractérisée par laperte et/ou le gain de molécules et par une
probabilitéliée alaconstante cinétique. Lasimulation numé-
rique de ce schéma réactionnel détaillé peut alors étre effec-
tuée grace al’ algorithme de Gillespi e A chaque pas de
temps, une réaction est tirée aléatoirement selon les probabi-
lités associées aux différentes étapes réactionnelles et en
fonction de la réaction qui alieu, les variables sont mises a
jour (voir I'appendice de I'article de Gonze et al. @ pour
plus de détails). Notons que danslaformulation stochastique
les variables sont exprimées en nombre de molécules et non
plus en concentration comme dans la version déterministe.
La méthode de Gillespie a notamment été appliquée pour
étudier la dynamique de systémes chimi qu biochimi-
ques[[13] ou génétiques[[14]]

L es oscillations circadiennes obtenues par intégration nu-
meérique des éguations différentielles déterministesainsi que
laprojection du cycle limite correspondant a ces oscillations
dans I’ espace des phases (M, Py) sont représentés aux [Figs.
respectivement. Les panneaux C-F de la|Fig. 2
montrent les oscillations circadiennes et les cycles limites
bruités obtenus par simulation stochastique du méme mo-
déle. Dansles panneaux D et F, lacourbe blanche correspond
ala courbe déterministe (en termes de nombres de molécu-
les). Dans les panneaux C et D de Ia les nombres de
moléculesvarient de 0 2200 pour I’ ARNm per et de 50 a800
pour laprotéine PER cytosoligque non phosphorylée. Pour un
nombre suffisant de molécules, on retrouve bien les oscilla-
tions prédites par le modéle déterministe, malgré les fluctua
tions induites par le bruit moléculaire. Plus ce nombre de
mol écules diminue, plus les fluctuations sont marquées. Ce
n'est que pour des nombres de molécules tres faibles, par
exemple de I'ordre d’une trentaine d ARNm et quelques
centaines de protéines au maximum, que les oscillations sont
fortement affectées par le bruit moléculaire F). De
maniere générale, on peut montrer que I’ amplitude des fluc-
tuations est inversement proportionnelle alaracine carrée du
nombre de molécules impli quées
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Fig. 2. Comparaison des oscillations circadiennes déterministes et stochas-
tiques. Lesoscillations déterministes (A) et lecyclelimite correspondant (B)
ont été obtenus par intégration numérique des cing équations différentielles
décrivant le modéle détermi niste@ Les oscillations stochastiques (B et E)
et les cycles limites correspondants (D et F) ont été obtenus par simulation
stochastique de ce méme modéle dével oppé en étapes élémentaires][9,10]]

D’ autres facteurs ont un effet sur la robustesse des ryth-
mes circadiens: la coopérativité de la répression augmente
cette robustesse alors que I’entrainement par un cycle
[umiére—obscurité —simulé al’ aide d’ un forgage périodique
de la vitesse de dégradation de la protéine — stabilise la
phase des oscillations circadiennes L’influence de cer-
tains paramétres de contrdle, comme les vitesses de trans-
cription du géne per ou de dégradation de la protéine PER, a
également ététestée. En particulier, il aétémontréqueplusle
systéme est proche d’'un point de bifurcation, plus les fluc-
tuations sont marquées([10]|

Il existe a ce jour peu de mesures in vivo des niveaux
d’ARNm et de protéines impliquées dans les rythmes circa-
diens. Toutefois, dans|’ analyse quantitative de Merrow et al.
chez Neurospora, e nombre maximum de moléculesde
protéine FRQ nucléaire est estimé a seulement quelques
dizaines au cours des oscillations. Plusieurs explications
pourraient justifier la robustesse des rythmes circadiens qui
est néanmoins observée chez cet organisme. Chez Neuros-
pora, les cellules forment un syncytium ; plusieurs noyaux
coexistent au sein d une méme cellule. Le couplage entre
oscillateurs nucl éo-cytoplasmiques au sein d’ une méme cel-

lule pourrait augmenter la robustesse du rythme circadien.
De méme, un couplage entre neurones produisant des ryth-
mes circadiens pourrait exister chez des organismes comme
la drosophile ou les mammiféres[[17]} Il est vraisemblable
que le couplage entre oscillateurs et |’ interaction entre bou-
cles de rétroactions multiples puissent mener aune meilleure
cohérence des oscillations.

En conclusion, les simulations stochastiques des modeles
pour les rythmes circadiens ont montré que des oscillations
robustes étaient obtenues déja avec des nombres d’ ARNm et
de protéine de quelques dizaines et centaines, respective-
ment. De plus, la coopérativité de larépression et le forcage
périodique augmentent cette robustesse . Bien que les
données expérimentales suggerent la possibilité d oscilla-
tions avec des nombres de molécules encore plus faibles, il
est remarquable qu’ un systeme fondé sur une seule boucle de
rétroaction soit dgja capable de produire des oscillations
circadiennes robustes a de si faibles niveaux d ARNm et de
protéine régulatrice. Ces observations justifient I’ utilisation
de modéles déterministes dans I'étude des propriétés dyna-
miques des rythmes circadiens.
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