La forme de Jordan d'un opérateur triangulable

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif et V' est un espace vectoriel sur K de dimension
finie n.

1 Motivation, notions et rappels

Le but de ce chapitre est de fournir une solution au probléme suivant.

Probléme principal : Pour un opérateur linéaire A € End(V), trouver une base B de V telle
que la matrice Mp(A) soit trés simple.

La forme de Jordan fournit une solution satisfaisante au probleme ci-dessus pour des opérateurs
triangulables.

Pour A € End(V) on a défini plusieurs invariants. Dans ce contexte, “invariant” signifie : on a les
méme notions pour des matrices carrées; de plus, elles ne changent pas si on passe de 'opérateur
A & Mp(A) pour une base B de V. En particulier, elles ne dépendent pas du choix de la base B.
— Le rang de A : rang(A) := dimIm(A) € N,
— le déterminant de A : det(4) € K,
la trace de A : Tr(A) € K,
— le polynéme caractéristique de A : Py € K]t],
— le spectre de A : spec(4) C K,
pour tout A € spec(A) la multiplicité géométrique figeo(A) € N et la multiplicité algébrique
/”'alg()‘) e N.
Voici une proposition, montrée dans le chapitre précédent, et qui nous sera utile dans ce
chapitre :

Proposition 1 Soient A € End(V) et A\,..., A\, € K (non nécessairement distincts) tels que
Pya= (A1 —t) (Mg —t)... (A —t). Alors il existe une base B de V telle que

A1 % * * *
0 X =% * *
0 0 0 A1 %
0 0 0 0 An

En particulier Uopérateur A est triangulable.
Le théoreme suivant résume les résultats principaux du chapitre précédent :

Théoréme 2 Soit A € End(V). Alors
— A est triangulable si et seulement s’il existe A1,..., A\, € K tels que Py = (A1 — t)(A2 —
t) ... (A — 1)
— A est diagonalisable si et seulement si A est triangulable et si on a figeo(X) = aig(A) pour
tout A € spec(A).



2 Sous-espaces A-invariants
Dans ce paragraphe A est un opérateur linéaire de V.

Définition 3 Soit U < V. Le sous-espace U est appelé A-invariant, si A(u) € U pour tout u € U.
Si U est A-invariant on note U <4 V.

Si U <4 V alors la restriction de A & U est un opérateur linéaire de U noté A |y. Donc
A |p€ End(U).

Proposition 4 Soit U <4 V de dimension k, B’ une base de U et B un prolongement de B’ d
une base de V. Soit a := Mp:/(A |y) € Mi(K). Alors il existe une matrice ¢; € M, _(K) et une
matrice co € K**"=* telles que

En particulier, Py = Pz Pe; = Py, P, .

Définition 5 Soient U, W deux sous-espaces de V. On dit que V est la somme directe de U et W
(et onnote V=U@W)siV=U+W (ca.d. V est engendré par U et W) et siUNW = {0y }.

Remarque 6 SiV=UdW, onan=dmV =dimU + dim W.

Proposition 7 Soit V.= U @ W avec U <5, V et W <4 V et soient E = {ey,...,ex} et
F=A{f1,..., fa—k} des bases de U et W respectivement. Soit B := {by,...,b,} défini par b; := e;
pour 1 <i<ketb; := fi_r pour k+1<1i<n. Alors B est une base de V et on a

Mp(A) = (& 0)

c
ot a= Mg(Aly) et ¢ = Mp(A |w). En particulier, Py = Py, Paj,, -

Corollaire 8 Soient A\y,..., A\, € K distincts 2 a 2 et aq,...,a,, € N tels que
Pi=M =)A= A —0). SiV=UdW avecU <4V et W <4V, alors il existe
B1ses Bms Y1y --+5Ym € N tels que

- PA|U :(Al—t)ﬁl...()\m—t)ﬁm

- PAlw = (/\1 —t)’yl (/\m —t)'y’"‘

~ Bi + 7 = a; pour tout 1 < i < m.

Les lemmes ci-dessus montrent que ’existence de sous-espaces A-invariants permet de trouver
une base B telle que Mp(A) a beaucoup d’entrées égales & 0. Le lemme suivant fournit un outil
pour produire des sous-espaces A-invariants.

Lemme 9 Soient A,C € End(V) tels que Ao C =C o A. Alors Ker(C) <5 V et Im(C) <4 V.

Donc, pour construire des sous-espaces A-invariants de V, il est utile de trouver des opérateurs
C qui commutent avec A. Une facon de les obtenir est de prendre des valeurs de polynomes en A.

Définition 10 Soient f = \g + At + Aat? + ... + A\, t™ un polynome sur K et A € End(V). Alors
on définit f(A) € End(V) par f(A) := XoIdy +A1 A + X A% + ...+ A, A",

Lemme 11 Soit f un polynéme sur K, A € End(V) et C := f(A). Alors Co A = Ao C,
Ker(C) <o Vet Im(C) <4 V.



3 Un théoreme de décompositon

Lemme 12 Soient A € End(V), Oy #v €V et k € N tel que A*~(v) # 0y = A¥(v). Alors on
a les assertions suivantes :

a) (v, A(v), A%(v),..., AF"1(v)) <4 V

b) Les vecteurs v, A(v), A2(v), ..., A¥=1(v) sont libres.

c) k<n

Démonstration. La partie a) est laissée comme exercice et la partie ¢) est une conséquence
immédiate de la partie b). On démontre la partie b) par récurrence sur k. Si k = 1, Passertion
provient du fait qu’on suppose v # Oy. Soit k& > 1 et supposons que Mg, A1,..., A1 € K soient
tels que XF- N\ A% (v) = Oy .

Posons w := A(v). On a A¥=2(w) # 0y = A¥~!(w) et donc — par 'hypothese d’induction — les
vecteurs w = A(v), A(w) = A%(v),..., A¥=2(w) = A¥=1(v) sont libres.

On a aussi

Ov = A(0y) = A(Zg N A (v) = SEINAT (v) = SE2N AT (v)

puisque A*(v) = 0y. On en déduit \g = A\; = ... = \p_a = Ox car A(v), A%(v),..., A*"1(v) sont
libres. Puisque Ef;ol)\iAi(v) =0y et \g=A; =...= A2 = O, on obtient \y_; A¥~1(v) = Oy
Finalement \,_; = Ox car par hypotheése A*~1(v) # 0y, ce qui acheve la démonstration.

Soit A € End(V). On a dimKer(A) + dimIm(A4) = n, Ker(A) <4 V et Im(A) <4 V (parce
que A commute avec A). Donc on pourrait se demander si on a une décomposition directe V' =
Ker(A) @ Im(A) en sous-espaces A-invariants. Ceci n’est pas toujours vrai. Par exemple pour

l'opérateur A € End(R?) défini par
AR 0 1\ [z
y 0 0/ \y

on a Ker(A) = Im(A). Néanmoins, le théoréme suivant montre qu’on a une telle décomposition si
on remplace A par sa n-éme puissance (ol n est la dimension de V).

Théoréme 13 Pour A € End(V) on a : V = Ker(A") & Im(A"™).

Démonstration. Puisque dimKer(A™) 4+ dimIm(A™) = n, il suffit de montrer que Ker(A™) N
Im(A™) = {0y}. Soient = € Im(A™) N Ker(A™) et y € V tels que z = A"(y). Alors on a
AP (y) = A"(A"(y)) = A™(x) = Oy et donc z = A™(y) = Oy car A™ est linéaire, ce qui achéve la
démonstration.

4 Un théoreme de décomposition en sous-espaces invariants

Dans ce paragraphe, A est un opérateur triangulable de V., Ay,..., A, € K sont distincts 2
a2et a,...,a, € N sont tels que Py = (A; —t)* (A2 —t)*2... (A — t)®™. De plus, on pose
A=Ay, C:=A - Xidy, U :=Im(C™) et W := Ker(C").

Le lemme suivant est obtenu apres un petit calcul :
Lemme 14 Ao C = C o A et en particulier Ao C™ = C" o A.

En utilisant le lemme ci-dessus, le théoreme 13, le lemme 9 et le corollaire 8, on obtient le
lemme suivant :

Lemme 15 OnaV =UdW etU <4V et W <4 V. De plus, il existe 81, ..., Bm, V1, --+>Ym € N
tels que
— PA|U :(Al—t)ﬂl...(Am—t)Bm



_ PAIW = (Al — t)’)’l . (Am _ t)’Ym

— Bi + 7 = «; pour tout 1 <i < m.
Lemme 16 Soit 1 < i < m tel que Pay,, (X\i) =0, alors i = m. En particulier, 1 = ... = Y1 =
0.

Démonstration : Soit 1 < i < m tel que Py, (A;) = 0. Alors A\; € spec(4 |w) et on trouve
un Oy # w € W tel que A(w) = Aw. On a donc C(w) = (A — Aidy)(w) = A(w) — dw =
Aiw — dw = (A — Nw. On en déduit C™"(w) = (A; — A)"w. D’autre part on a C™(w) = Oy car
w € W = Ker(C™). Donc (A, — A)"w = Oy et puisque w # Oy on obtient (A; — A\)™ = Ok et
finalement \; = A = A,,,. Donc ¢ = m parce que les \; sont distincts 2 & 2. La deuxieme assertion
est une conséquence immédiate de la premiere.

Lemme 17 V, C W.
Démonstration : Soit v € V). Alors A(v) = v et donc Oy = A(v) — v = (A—Xidy)(v) = C(v).

Cela fournit C™(v) = C"~1(C(v)) = C""1(0y) = Oy, qui signifie que v € Ker(C™) = W. Donc
ViaCcW.

Lemme 18 Py, (\) # Ox. En particulier, 3, = 0.

Démonstration : Supposons Py, (\) = Ox. Alors A € spec(A [y) et on trouve un vecteur
Oy # u € U tel que A(u) = Au. Donc, on a {0y} #UNVy CUNW car V), C W par le lemme
précédent. Ceci contredit V' = U @ W. Donc Py, (\) # Ok et la deuxieme assertion est une
conséquence immédiate de la premiere.

Le théoreéme suivant est un résumé des lemmes ci-dessus :

Théoréme 19 Avec les hypotheses et conventions du début de ce paragraphe on a, V. =U @& W,
U<aV et W <4 V. Par ailleurs on a Pyj, = (A —1)** (A2 = )% ... (A1 — 1)1, Py, =
(Am — )*™ et en particulier o, = dim W = dim Ker(C™).

5 Sous-espaces propres généralisés

On rappelle que pour A € End(V) et A € K on définit V), <V par
Vii={veV]|A(w) =}

Un petit calcul montre que
V\ = Ker((A — A\1dy)).

Si A € spec(A), on appelle V) le sous-espace propre associé a .
Définition 20 Pour A € End(V) et A € K on pose

Wy :=Ker((A — AId,)").
Si A € spec(A), on appelle Wy le sous-espace propre généralisé associé a A.

La premiere partie du lemme suivant est une reformulation du lemme 15 et la deuxieme partie
est le lemme 17.

Lemme 21 Soit A € End(V) triangulable et A € K. Alors Wy <AV et V\ < W,.
Le théoreme suivant est une conséquence du théoreme 19.

Théoréme 22 Soit A € End(V) un opérateur triangulable, A € spec(A), « la multiplicité algébrique
de X et W= Wy. Alors dim W = « et Py, = (A —1)“.

Remarque 23 L’hypothése “triangulable” n’est pas nécessaire dans les énoncés du lemme et du
théoreme ci-dessus. Les arguments dans les démonstrations des lemmes 15 et 17 données n’utilisent
pas Uhypothese “triangulable”. Par contre, la démonstration du théoréme sans cette hypothése est
un peu plus compliquée.



6 Sommes et décompositions directes
Soient Uy, ...,U,, des sous-espaces de V. On définit la somme des U; par
SU = {22 u; | u; € Uy pour 1 <4 <m}.

11 est facile de vérifier que X7, U; est un sous-espace de V, qui est en fait le sous-espace engendré
par les U;.
Le lemme suivant est un exercice facile.

Lemme 24 Soit A € End(V) et Uy,...,U,, des sous-espaces A-invariants de V. Alors 31, U;
est aussi un sous-espace A-invariant.

Définition 25 Soient Uy, ...,U,, des sous-espaces de V. La somme X2, U; est appelée directe si
dim (X, U;) = X, dim(U;).

Remarque 26 La définition d’une somme directe donnée ci-dessus n’est valable que pour le cas
ot les dimensions des U; sont toutes finies, ce qui est le cas dans notre contexte (parce que V' est
de dimension finie). Il y a une autre définition d’une somme directe pour le cas ou les dimensions
des U; ne sont pas nécessairement finies, qui est équivalente a celle donnée ci-dessus dans le cas
fini-dimensionel (voir Ezercice 9).

Exemples :

1. Soient vy,...,v, € V des vecteurs non-nuls et U; le sous-espace de dimension 1 engendré par
v; pour 1 <7 < m. Alors la somme X7, U; est directe si et seulement si les v; forment une partie
libre de V.

2. Soient A € End(V), A1,..., A\, € spec(A) distincts 2 &4 2 et U; := V), pour 1 <i <m. On a
montré que la somme des U; est directe en premiere année.

Le lemme suivant est un exercice facile.

Lemme 27 Soient Uy, ..., Uy, des sous-espaces de V tels que la somme X[ U, est directe. Soit
E; est une base de U; pour 1 < i < m. Alors les F; sont disjoints 2 a 2 et la réunion des E; est
une base de X7, U;.

Définition 28 Soient Uy, ...,U,, des sous-espaces de V. On dit que les sous-espaces U; forment
une décomposition directe de V' si la somme des U; est directe et si V = X" ,U;. On note V =
iz, Us.

Exemples :
1. Si B={b1,...,b,} est une base de V, alors V = @™, (b;).
2. Un opérateur linéaire A € End(V) est diagonalisable si et seulement si V' = @xcspec(a)Va-

Proposition 29 Soient A € End(V) et Uy,...,Up, des sous-espaces de V tels que V = @&, U;
et U; <AV pour 1l <i<m. Soit E; une base de U; pour 1 < i <m et B la réunion des E;. Alors
B est une base de V' et

MEI(A|U1) 0 0

0 Mg, (Alv,) - 0

Mp(4) = : : . :
0 0 -+ Mg, (Alu,)



7 Décomposition comme somme directe de sous-espaces propres
généralisés

Pour démontrer le résultat principal de ce paragraphe, nous devons établir quelques faits sur
les polynomes. Commencons par une définition.

Définition 30 Soient f,g € K[t] des polyndmes. On dit que g divise f s’il existe un polyndme h
tel que f = gh. On note g | f.

Lemme 31 Soit f € K|t].
a) Si g € KJt] est tel que g | f et f | g, alors il existe Ox # n € K tel que g = nf; en
particulier, f et g ont le méme degré.
b) Si A1,...,A\m € K sont distincts 2 a 2, si aq,...,qn, sont des nombres naturels et si
(N — ) divise | pour tout 1 < i < m, alors (A} —t)**(Ag —t)*2 ... (A — t)*™ divise f.

Le lemme suivant est une conséquence de la derniére partie de I’énoncé de la proposition 4.
Lemme 32 Soit A€ End(V) et U <4 V. Alors Py, divise Py.

Théoreme 33 Soient A € End(V) un opérateur triangulable et P4 = (A — £)* ... (A, — 1)
son polynome caractéristique, ot A1, ..., Ay, € K sont distincts 2 a 2 et les o; sont des entiers
strictement positifs. Pour 1 < i < m, posons W; := Wy,. Alors on a les assertions suivantes :

a) Pour1<i<m, onaW;, <, V.

b) Pour1<i<m, Paw, = (A —1)*.

¢) V est la somme directe des W.

Démonstration. Puisque l'opérateur A est triangulable, les parties a) et b) sont des conséquences
du théoreéme 22. Donc il reste & montrer la partie c).

On pose V := ™ W;. Puisque les W; sont tous A-invariants, le sous-espace V Dest aussi par
le lemme 24. Posons A := A |;;€ End(V). Par le lemme 32, on sait que Pj; divise Py.

Soit 1 <i<m.OnaW; <V et A(w) = A(w) pour tout w € W; car A est la restriction de
A & V. Cela montre que W; est un sous-espace A-invariant et que A |y, = A |w, dans End(W;).
Donc PA\wi = Pajy, = (A —1)% par la partie b). Par le lemme 32, on a que (\; — )% divise Pj.

On vient de montrer que (A\; — t)* divise P4 pour tout 1 < i < m. Par la deuxieme partie
du lemme 31, on en déduit que Py = (A1 — ) ... (A, — £)*m divise P;. On a déja remarqué
ci-dessus que Pj divise P4. En utilisant la premiere partie du lemme 31, on voit que les degrés
de ces deux polynémes sont les mémes. Donc n = dimV = deg(P4) = deg(Pj;) = dimV et
finalement, V = V= N Wi, Puisque dimW,; = a; pour 1 <¢ <met X%, =n =dimV, on
a aussi dim(X72, W;) =dimV =n = X7 ,a;, = £, dim W;, c.a.d. la somme X, W; est directe.
On a donc montré que les W; forment une décomposition directe de V.

8 Réduction au cas nilpotent

Le paragraphe précédent réduit le probléme principal pour les opérateurs triangulables au cas
ol le polynoéme caractéristique de 'opérateur en question est de la forme (A —¢)%, pour un A € K
et un entier positif a. Dans ce paragraphe, on va voir qu’en fait on peut se ramener au cas ou
Popérateur est nilpotent.

On commence avec deux résultats, qui nous seront utiles par la suite. Leurs démonstrations
sont laissées comme exercices non triviaux.

Lemme 34 Soit a € M,(K) une matrice triangulaire dont toutes les entrées sur la diagonale
sont nulles. Alors a™ = Oy, (k)

Proposition 35 Soit A € End(V). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :



a) Il existe un k € N tel que A* = OEnd(v)-

b) A" = Opna(v)-

c) Py =(—t)".

d) Il existe une base B de V telle que Mp(A) est une matrice triangulaire dont toutes les
entrées sur la diagonale sont nulles.

Définition 36 Un opérateur linéaire A € End(V') est appelé nilpotent s’il satisfait aux conditions
équivalentes de la proposition ci-dessus.

Lemme 37 Soit A € End(V) tel que P4 = (A — )" pour un A € K. Alors C := A — M1dy €
End(V) est un opérateur nilpotent.

Démonstration. Par la proposition 1, il existe une base B de V telle que a := Mpg(A) soit
une matrice triangulaire dont les entrées sur la diagonale sont toutes égales & A. Donc Mp(C) =
Mp(A — A1dy) = a — Au, est une matrice triangulaire dont toutes les entrées sur la diagonales
sont égales a 0. Par le lemme 34, on a (a — Auy)"™ = Oy, (k). Donc C™ = Ogpq(v) et le lemme est
démontré.

Remarque 38 Soit A un opérateur comme dans le lemme ci-dessus. Si on a une solution au
probléme principal pour les opérateurs nilpotents, on choisit alors une base B telle que Mp(C)
soit “trés simple” (ot C est comme dans le lemme). Avec ce choix, Mp(A) = Mp(C + A\1dy) =
Mp(C) 4+ Au, sera aussi “trés simple”.

9 Opérateurs nilpotents

Définition 39 Soit A un opérateur nilpotent de V.
— L’exposant de A est défini comme étant le plus petit entier positif k tel que AF~1 OBna(vy =
Ak IT est noté exp(A).
- Soit Oy # v € V. L’exposant de v par rapport a A est le plus petit entier positif k tel que
AF=1(v) # 0y = AF(v). 11 est noté exp 4(v).
~ PourOy # v € V onpose B, := {v, A(v), A%(v),..., AF=Y(v)} et (v) 4 := (v, A(v), A%(v), ..., AF~L(v))
avec k := exp 4 (v).

Remarque 40 Si A est un opérateur nilpotent il existe un Oy # v € V tel que exp 4(v) = exp(A).
Le lemme suivant est une conséquence immédiate des parties a) et b) du lemme 12.

Lemme 41 Soit A un opérateur nilpotent de V et Oy # v € V. Alors (v)a <a V et B, est une
base de (v) 4.

Le pas le plus technique dans la démonstration de ’existence de la forme de Jordan pour des
opérateurs triangulables est la démonstration de la proposition suivante. On va la postposer a la
fin de ce paragraphe.

Proposition 42 Soit A un opérateur nilpotent de V', soit k son exposant et soit Oy # v € V tel
que exp 4 (v) = k. Alors il existe W <4V tel que V = {(v)s ®@W.

Théoréme 43 Soit A un opérateur nilpotent de V. Alors il existe des vecteurs Oy # vi,v2,...,v; €
V tels que V= (v1)a ® (v2)a & ... & (v)a.

Démonstration. Le théoreme sera démontré par récurrence sur la dimension n.

Sin=1,ona A= 0guv)- Dans ce cas [ =1 et on peut choisir un vecteur non nul pour v;.

Soient n > 1 et Oy # v un vecteur tel que exp4(v) = exp(A). Si (v)4 = V, on pose [ := 1
et v; := v. Donc il reste & considérer le cas ou (v)4 # V. Par la proposition ci-dessus, il existe
W <4V tel que V= (v)4 & W. Posons A=A |w. Puisque A est nilpotent, I'opérateur A est
nilpotent et on a aussi dim W < dim V. Par ’hypothese d’induction, il existe donc des vecteurs
wy, ..., wj tels que W = (wi)4 ® ... ® (wj)a. On pose | = [+1,v;:=w; pour 1 <i<l—1et
v, := v, ce qui acheve la démonstration.



Démonstration de la proposition

La démonstration de la proposition est basée sur le lemme suivant :

Lemme 44 Soit A un opérateur nilpotent de V', soit k son exposant et soit Oy # v € V tel que
exp4(v) = k. Soit W <4 V tel que (v)aNW = {0y} et tel que dim W < n — k. Alors il existe un
vecteur Oy # z € V\W tel que (W, z) <4V et (v)a N (W, z) ={0y}.

Démonstration. Soit U := (v) 4. Puisque dim W < n —k on a dim(U + W) < n et donc on peut
choisir un vecteur € V qui n’est pas contenu dans U + W. On a A¥(x) = 0y € U + W. Soit
I le plus petit entier positif tel que A!(z) soit contenu dans U + W et soit y := A'~1(x). Donc
ygU+Wet Aly) e U+ W.

Puisque {v, A(v),... A*¥"1(v)} est une base de U et U N W = {0y} on peut écrire A(y) de
maniere unique A(y) = A\ov + M\ AW) + ...+ Ap_1 A¥1(v) +w o1 les \; sont dans K et w est un
vecteur dans W.

OnaOy = Ak(y) = Ak_l(A(y)) = Ak_l()\o’U—F/\lA(U)—‘r. . .—l—)\k_lAk_l(’U)—‘rw) = )\oAk_l(U)-i-
AR+ . A1 AP (0)) + AR Hw) et done Oy = AgAF 1 (v) + AF 7 (w) car A¥ = Ogpaev). On
en déduit que \gA*~1(v) = —AF1(w) € W parce que W <4 V. On obtient donc A\gA¥~1(v) €
UNW = {0y} ce qui fournit A\gA*~1(v) = 0y et finalement \g = O parce que A*~1(v) # Oy.

Puisque \g = Ox on a A(y) = MA@W) + ... + A1 A" 1(v) + w. Posons z := y — (Ajv +
M AW) + .o+ M1 AF2(v). Alorsona z ¢ U +W (cary U + W) et on a A(z) = w € W.
Donc (z, W) <4 V et il nous reste a montrer (z, W) NU = {0y }.

Soit u € (z, W)NU. Soient N\€ K et we W telqueu=Az+w.Onalz=u—weU+W.
Puisque z ¢ U + W on a A = 0k et donc u = w € UNW = {0y }. Le lemme est démontré.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la propositon : Soit U := (v)4 et posons
Wo =: {Oy}. Wy <4 V. En utilisant le lemme on construit par récurrence une suite de sous-
espaces A-invariants Wy < Wy < ... < W, _j, telle que dim W; =i et W; N U = {0y }. En posant
W .= W,,_x on obtient le résultat.

10 La forme de Jordan d’un opérateur nilpotent
Définition 45 Pour un entier positif k, on définit la matrice J, € My(K) par Jy, := (aij)lgi,jgn

ou les a;; € K sont définis comme suit. On pose a;; = O si j # i —1 et on pose a;; = 1 si
j=1—1. Donc on a

0o 0 --- 0

1 0 --- 0
Ji =

0o --- 1 0

La définition des matrices Jj est motivée par le lemme suivant dont la premiere partie est le
lemme 41. La deuxiéme partie est un exercice facile.

Lemme 46 Soit A un opérateur nilpotent de V, Oy #v € V U := (v)a, et k 1= expy(v). Alors
U<aV, B, est une base de U et Mg, (A |y) = Ji.

Théoreme 47 Soit A un opérateur nilpotent de V' et | := dim Ker(A). Alors il existe des entiers
positifs ki,...,k; et une base B de V tels que

Jk?l 0 e 0

0 Ji, 0

Mp(A) == , :
0 0 T,



Démonstration. Par le théoreme 43, on trouve des vecteurs Oy # v1,...,v; € V tels que V est la
somme directe des (v;) 4. Pour tout 1 < ¢ <, on prend la base B,,, décrite dans le lemme ci-dessus
et on définit B comme étant la réunion des B,,. La matrice Mp(A) est de la forme décrite dans
I’énoncé du théoreme. En regardant le rang de cette matrice, on vérifie a posteriori que le nombre
[ coincide avec la dimension du Ker(A).

11 Existence de la forme de Jordan

Définition 48 Pour A € K et un entier positif k on définit la matrice Jorg(X) € My(K) par
Jork(\) := Jg + Aug. Donc on a

A0 0 0 0

1 A2 0 0 0
Jorp(A) == 0L A0

o -~ 0 1 X ©

o -~ 0 0 1 X

La matrice Jorg(\) est appelé le bloc de Jordan de taille k associé a \.

La proposition suivante est une conséquence immédiate du théoreme sur la forme de Jordan
pour les opérateurs nilpotents et des considérations du paragraphe 8.

Proposition 49 Soit A € End(V) tel que Py = (A — )" pour un A € K. Soit | :== dimV) la
multiplicité géométrique de A et C := A — A1dy € End(V). Alors il existe des entiers positifs
ki,...,k; et une base B de V tels que

Jorw(\) 0 -0

0 Jorg,(A) - 0

Mp(A) = : : . :
0 0 - Jor,(\)

En utilisant le théoreme 33 et la proposition précédente, on obtient finalement le théoreme
d’existence de la forme de Jordan.

Théoréme 50 Soient A un opérateur triangulable de Vet Py = (A —t)* ... (A, — £)*™ ot les
Ai € K sont distincts 2 a 2 et les a; sont des entiers strictement positifs. Alors il existe une base
B de V telle que

ag 0 - 0
0 ay --- 0
Mp(4) = Co ) :
0 0 - a,

ot, pour tout 1 < i < m, a; est une matrice a; X «; comme dans la proposition ci-dessus (avec
A=A, n=uq; etl=dimVy,).



12 Multiplicités généralisées
Commengons par deux observations.

Lemme 51 Soient [ et ny,...,n; des entiers strictement positifs et a; € My, (K) pour 1 < j <.
Soit n := Zézlnj et a € M, (K) définie par

ag 0 -+ 0
0 a - 0
a:=1 . . .
0 0 - q

Alors on a les deux assertions sutvantes.
a) rang(a) = Eé—zl rang(a;) et dim(Ker(a)) = Eé—zl dim(Ker(a;)).
b) Pour tout m € N, on a

am 0 .- 0
0 ap - 0
a™ =1 . . .
0 0 - am

¢) Pour tout m € N, on a rang(a™) = E§:1 rang(aj’)

Démonstration : Les parties a) et b) sont des exercices faciles et la partie ¢) est une conséquence
de celles-ci.

La démonstration du lemme suivant est laissée comme exercice.
Lemme 52 Soient k, m des entiers positifs. Alors on a les assertions suivantes :
a) Sim >k, on a Ji" =0y, (k) et en particulier rang J;* = 0.
b) Sim <k, on arang J" =k —m.
¢) Soit € ;== rang J,Tfl — 2rang J;"* +rang J,:fl+1, alorsonae=1sik=m ete=0 si k #m.

En utilisant le lemme ci-dessus on démontre la proposition suivante.

Proposition 53 Soient k,m des entiers positifs et \,n € K. Posons @ := Jorg(\)—nui € My(K).
Alors on a les assertions suivantes :
a) Si A\ #n alors ranga’ = k pour tout i € N et en particulier

ranga™ ! — 2rang @™ + rang a™ ! = 0.

b) Si A =n alors

rang @™ ! — 2ranga™ + ranga™ ! = e,

ove=1sik=mete=0sik#m.

La proposition ci-dessus est trés importante parce qu’elle nous permet de compter les blocs
de Jordan de taille k associés & une valeur propre. Afin de préciser ceci, voici la définition des
multiplicités généralisées pour des matrices.

Définition 54 Soient 1 <m € N et n € K. Pour une matrice a € M, (K) on définit la multipli-
cité généralisée du couple (n,m) par

H(n,m)(a) := rang am™~t — 2ranga™ + ranga™ !,
ou G = a—nu, € My(K).

Le lemme suivant est une conséquence de la partie ¢) du lemme 51.
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Lemme 55 Soient [ et ny,...,n; des entiers strictement positifs et soit a; € My, (K) pour 1 <
j<l. Soitn:= Eé—zlnj et a € M, (K) définie par

ai 0 0

0 as . 0
a = .

0 0 e aq

Soit m un entier strictement positif et n € K. Alors
Hnm) (@) = 51 1 my ().
La proposition suivante est une reformulation de la proposition 53.
Proposition 56 Soient k, m des entiers positifs et A\,n € K. Alors
Hn,m) (JOTE(A)) = (.m0 k) -

Définition 57 Une matrice a € M, (k) est appelée une matrice de Jordan s’il existe 1 <[ € N,

Aty .., N € K (non nécéssairement distincts) et des entiers ny, .. .,n; strictement positifs tels que
Jory,, (A1) 0 e 0
0 Jor,,(A2) - 0
a:= ) . . .
0 0 <o Jorg, (Ar)

Soit a une matrice de Jordan comme ci-dessus, A € K et 1 < k € N. Le nombre |{1 < j < 1]
(Aj, ;) = (N k)}| est appelé la multiplicité du bloc de Jordan Jorg(\) dans la matrice a.

Théoréme 58 Soit a € M,,(K) une matrice de Jordan, A € K et 1 < k € N. Alors la multiplicité
du bloc de Jordan Jory(X\) dans a est la multiplicité généralisée py ry(a).
Soit A € spec(a). Alors on a les deux assertions suivantes :
a) figeo(A) = X7 pi(r) (@) ; c.a.d la multiplicité géométrique est le nombre de blocs de Jordan
dans a qui sont associés a .

b) ,ualg()‘) = Zzn:liu()\’i) (a)

Démonstration : La premiere partie du théoréeme est une conséquence du lemme 55 et de la
proposition 53. Les deux assertions de la deuxieme partie sont des exercices faciles.

13 Le résultat principal

Définition 59 Soit m un entier positif et n € K. Pour un opérateur linéaire A € End(V) on
définit la multiplicité généralisée du couple (n,m) par

[h(n,m)(A) := rang Am=1 _9rang A™ 4 rang A"
ot A:= A —nldy € End(V).

Lemme 60 Soient A € End(V'), m un entier positif, n € K, B une base de V et a := Mp(A).
Alors puinm)(A) = pn,my(a). Autrement dit, la multiplicité généralisée du couple (1, m) est un
invariant de A.

Démonstration : Soient A,m,n et B comme dans I"énoncé, a := Mp(A), @ := a — nu, et
A=A—nldy. Ona Mp(A) = a et Mp(A¥) = Mp(A)* = @* pour tout k € N. En particulier, on

a rang A* = ranga”* pour tout £ € N. Donc fh(n,m)(A) = rang Am=1 _ 2rang Am 4 rang Amtl =
rang @™ — 2rang a™ + rang @™ = pu(; m (a).

Voici le résultat principal de ce chapitre.
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Théoréme 61 Soient A € End(V), m un entier positif, \1,..., A\, € K distincts 2 a 2 et
a1,...,qny des entiers positifs tels que Py = (A1 — 1) (Ag — £)*2 ... (Ap)®™. Alors on a les
assertions sutvantes.

a) Il existe une base B de V telle que Mp(A) est une matrice de Jordan.

b) Soit B une base telle que a := Mp(A) est une matrice de Jordan, soit 1 < j < m etk
un entier positif. Alors la multiplicité du bloc de Jordan Jory(A;) dans a est la multiplicité
généralisée H(/\,-,k)(A)- En particulier, elle ne dépend pas du choiz de B.

¢) Soit B une base telle que a := Mp(A) est une matrice de Jordan et soit 1 < j < m. Alors
le nombre de blocs de Jordan dans a associés a \; coincide avec la multiplicité géométrique
tgeo(Aj)-

d) Pour tout 1 < j<m, ona

tgeo(Aj) = TR_1hx; k) (A)
et
@ = patg(Aj) = Ti=1kpn, k) (A)-

Démonstration : La partie a) est une reformulation du théoreme d’existence de la forme de
Jordan 50. La parties b), c¢) et d) sont obtenues en combinant le théoréeme 58 et le lemme 60
ci-dessus.

Remarque 62 Soit A un opérateur triangulable et B une base de V telle que a := Mp(A) est
une matrice de Jordan. Alors on appelle a — selon le goit — “la” ou “une” forme de Jordan de
Uopérateur A. “La” exprime le fait que la matrice a est essentiellement unique, notamment a
permutation des blocs de Jordan prés. Puisqu’on peut permuter les blocs, certains préférent donc
parler d’“une” forme de Jordan parce que la matrice n’est pas tout a fait unique.

14 Une remarque sur les opérateurs quelconques

On vient de démontrer 'existence de la forme de Jordan pour des opérateurs triangulables, qui
fournit une solution satisfaisante au probléme principal énoncé en début de chapitre. On peut se
demander si d’autres solutions sont possibles pour des opérateurs non nécessairement triangulables.
La réponse a cette question est “oui”. En fait, pour des opérateurs linéaires quelconques, on a
toujours la forme rationelle (qui est aussi apellée la forme de Chevalley (par les francophones) ou
la forme de Frobenius (plutot en Allemagne)). La démonstration de I’existence de cette forme utilise
la théorie des modules sur des anneaux principaux et le fait que les anneaux des polynémes sur
des corps sont principaux. Plus précisément, on utilise le fait que si A est un opérateur d’un espace
vectoriel V, on peut considérer V' de maniére canonique comme un module sur K[t]. L’existence
de la forme de Jordan peut étre vue comme un corollaire de I'existence de la forme rationelle.

15 Exercices

Dans tous les exercices, V est un espace vectoriel de dimension n sur K.
1. Soient A,C € End(V) telles que Ao C = C o A. Montrer que Ker(C) <4 V et Im(C) <4 V.
Soit V), un espace propre de C. Montrer que V) <4 V.

2. Soient A € End(V), 0y # v € V. Soit k = max{l € N|{v, A(v), A%(v),..., A"=1(v)} est une partie libre}.
Montrer que U := (v, A(v), A%(v), ..., A* "1 (v)) <4 V.SiB = {v, A(v), A%(v),..., A" }(v)},
décrire MB(A ‘U)
3. Soit A € End(V) et U = Im(A) de dimension k, B’ une base de U et B un prolongement
de B’ & une base de V. Décrire Mp(A) (en fonction de A = A |¢). Que peut-on en déduire
pour P4 ?

4. Soit A € End(V) tel que A™ = Ogyq(v) pour un certain m > 0. Montrer que A™ = Ognq(v)-
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Soit a € M, (K) une matrice triangulaire telle que toutes les entrées sur la diagonale sont
nulles. Montrer que a™ = Oy, (k-
Soit A € End(V') tel que A™ = Ognq(yy pour un certain m > 0. Que peut-on dire de Im(A) ?

En utilisant ’exercice 3 et une induction sur n, montrer que Py = (—t)™.

Soit A € End(R?) dont la matrice dans la base canonique est <? 1 > Déterminer les

valeurs propres, les espaces propres et les espaces propres généralisés de A.

8. Soit A € End(V). Utiliser les exercices précédents pour montrer la proposition 35.

9. Définition de somme directe Soient Uy, ..., U, des sous-espaces de V' (de dimension non-

10.
11.

12.

13.

14.

15.

nécessairement finie). Montrer que les conditions (C1) et (C2) sont équivalentes, et qu’elles
sont aussi équivalentes & (C3) si les U; ont tous dimension finie (aide : montrer (C2)=(C3)
par récurrence et (C3)=-(C1) en considérant une base de chaque Uj;).

(C1) Yuis € Ury.. oyt €Uppy ug +us+ ..o+ Uy, = Oy = ug =ug = ... = Uy, = Oy

(C3) dim(SU;) = S dim(U).

Quel est le lien avec la condition (C4) Vi # 7,U; NU; = {Oy}?

Montrer le lemme 52.

Soient A un opérateur nilpotent de V et 1 <i < n.

a) Montrer que le nombre de blocs de Jordan J; de taille i de A vaut ¢; := rang A1 —
2rang A'+rang AL, et est donc un invariant. Il en résulte I'unicité de la forme de Jordan.

b) Montrer que dim(Ker A) est le nombre de blocs de Jordan de A.

¢) Montrer que exp(A) est la taille du plus grand bloc de Jordan de A.

Soit n = 5. Soit A € End(V) nilpotent tel que exp(A) = 3 et dim(Ker A) = 3. Quelle est la
forme de Jordan de A7

Soit U comme dans I'exercice 2 et supposons A*(v) = —agv — a1 A(v) — ... — ax_1 A* 1 (v).
Montrer que Py, = (—1)"(ag + a1t + ... + ap_1tF 71 +t*).

a) Soit A un opérateur nilpotent de V. Montrer que la forme de Jordan de A est “la plus
simple”, cad qu’elle a le plus de zéros possibles.

b) Est-ce vrai pour un opérateur non nécessairement nilpotent ? Pour ce faire, trouver la
forme de Jordan de A € End(F%) si

01
pour une certaine base B de F3.

Soit n = 10. Soit A € End(V) tel que Py = (1 — t)3(2 — ¢)°(3 — t)2, dim(V4) = 2 et
exp((A —21dy) |w,) = 3. Quelles sont toutes les formes de Jordan possibles pour A?
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