
INFO-F-302 - Logique InformatiqueProjet d'année - Exemple de solutionProf. Jean-François RaskinAnnée a
adémique 2008-2009Etant donné un graphe G = 〈V,E〉 et un nombre entier k ≥ 1, soit n = |V | le nombre desommets et m = |E| le nombre d'ar
s. On dé�nit l'ensemble de propositions
P V

k = {pv
i | v ∈ V et 1 ≤ i ≤ k}où pv

i est une proposition qui sera vraie si le sommet v est de 
ouleur i.On peut réduire le problème de 
oloriage d'un graphe G ave
 k 
ouleurs au problème desatis�abilité d'une formule de logique propositionnelle ϕ dé�nie sur l'ensemble de propositions
P V

k . A partir de G = 〈V,E〉 et de k, nous 
onstruisons la formule ϕ(G, k) = ϕ1 ∧ϕ2 de la façonsuivante :1. deux sommets reliés par un ar
 ne peuvent pas avoir la même 
ouleur :
ϕ1 =

∧

{u,v}∈E

∧

1≤i≤k ¬pu
i ∨ ¬pv

i ;2. tout sommet est 
olorié :
ϕ2 =

∧

v∈V

∨

1≤i≤k pv
i

=
∧

v∈V pv
1 ∨ pv

2 ∨ · · · ∨ pv
k.Notons que ϕ1 et ϕ2 sont en forme normale 
onjon
tive, que ϕ1 
ontient m·k 
lauses de 2 littérauxet que ϕ2 
ontient n 
lauses de k littéraux. On pourrait ajouter une 
ontrainte supplémentaire ϕ3exprimant le fait que tout sommet possède au plus une 
ouleur. Cette 
ontrainte n'est 
ependantpas né
essaire pour en
oder le problème de 
oloriage.Théorème 1 Pour tout graphe G = 〈V,E〉 et pour tout entier k ≥ 1, la formule ϕ(G, k) estsatis�able si et seulement si le graphe G est 
oloriable ave
 k 
ouleurs.Démonstration Soit G = 〈V,E〉 un graphe et k ≥ 1 un entier. D'abord, montrons que si

ϕ(G, k) est satis�able, alors le graphe G est 
oloriable ave
 k 
ouleurs. Considérons don
 unevaluation µ : P V
k → {vrai, faux} telle que µ |= ϕ(G, k). Par dé�nition de la sémantique de lalogique propositionnelle, on a µ |= ϕ2 et don
 pour tout sommet v ∈ V , il existe une 
ouleur

1 ≤ i ≤ k telle que la proposition pv
i est vraie, 
'est-à-dire µ(pv

i ) = vrai. Construisons la fon
tion
f : V → {1, . . . , k} telle que pour tout v ∈ V , f(v) est le plus petit i tel que µ(pv

i ) = vrai. Nousavons aussi µ |= ϕ1, et don
 pour tout ar
 {u, v} ∈ E, pour toute 
ouleur 1 ≤ i ≤ k, on a que si
µ(pu

i ) = vrai, alors µ(pv
i ) = faux, et don
 si f(u) = i, alors f(v) 6= i. Ce
i montre que f est un
oloriage de G, et 
lairement f n'utilise pas plus que k 
ouleurs. Don
, le graphe G est 
oloriableave
 k 
ouleurs. 1



Ensuite, montrons que si le graphe G est 
oloriable ave
 k 
ouleurs, alors ϕ(G, k) est satis-�able. Considérons don
 un 
oloriage f : V → {1, . . . , k} de G. A partir de f , 
onstruisons unevaluation µ : P V
k → {vrai, faux} telle que pour tout v ∈ V et pour tout 1 ≤ i ≤ k :

µ(pv
i ) =

{

vrai si f(v) = i

faux sinonMontrons que µ |= ϕ(G, k), 
'est-à-dire que µ |= ϕ1 et µ |= ϕ2. Comme f est un 
oloriage, ona f(u) 6= f(v) pour tout {u, v} ∈ E. Don
, pour toute 
ouleur i, on ne peut pas avoir à la fois
f(u) = i et f(v) = i. Par 
onséquent, soit µ(pu

i ) = faux soit µ(pv
i ) = faux, 
e qui montre que

µ |= ϕ1. D'autre part, on a µ(pv
f(v)) = vrai pour tout somemt v ∈ V , et don
 µ |= ϕ2.Pour déterminer le nombre minimum χG de 
ouleurs né
essaires pour 
olorier un graphe Gdonné, on peut utiliser une re
her
he di
hotomique. En e�et, on a trivialement 1 ≤ χG ≤ n, et siun graphe est 
oloriable ave
 k 
ouleurs, alors il est 
oloriable ave
 k′ 
ouleurs pour tout k′ ≥ k.Par 
onséquent, si on a déterminé que χG ∈ [a, b], alors si on teste la 
olorabilité de G ave
 c
ouleurs pour c ∈ [a, b], on peut en déduire que χG ∈ [a, c] si G est 
oloriable ave
 c 
ouleurs, et

χG ∈ [c, b] si G n'est pas 
oloriable ave
 c 
ouleurs. On 
hoisira par exemple c =
⌊

a+b
2

⌋.
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