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RESUME.Les réseaux de Petri sont une classe bien étudiée de modefaepa représenter
les comportements de systemes informatigoesurrentsDans ce cadre, Iprobléeme de cou-
verture(étant donné un marquag®, existe-t-il un marquage accessible qui assigne a chaque
place du réseau au moins autant de jetons gué?) est de tout premier intérét, car de nom-
breusespropriétés de slret@outes les exécutions du systéeme restent-elles dans embles
de bons état®) peuvent y étre ramenées. De nombreux travaux ont récen@tgeoconsacrés
a 'étude d'algorithmes efficaces pour résoudre le problateecouverture. Dans cet article,
nous survolons plusieurs de ces travaux classiques ou t€d&aigorithme de Karp et Miller
et un algorithme efficace en pratique, qui résolvent le grot# de couverture en calculant un
ensemble de couvertudu réseau; I'approche « en arriere » d’Abdulla et al.; et ljache
«en avant » Expand, Enlarge and Check. Finalement, nousriers l'article en présentant
unenouvelleapproche combinant les forces des méthodes « en avant » eiriiéne ».

ABSTRACTPetri nets are a widespread class of models to represent\ietna of concurrent
systems An important problem on Petri nets is the coverability gesb (does there exist a
reachable marking that assigns to each place at least as nukens as a given marking ?),
mainly because marsafety propertie¢does the system always stay inside a sejaufd be-
haviours?) can be reduced to it. Many recent works have been devotie ttudy of efficient
algorithms to decide the coverability problem. In this papes survey several of these classical
or recent works: the Karp and Miller algorithm and an effidietgorithm, that both solve the
coverability problem by computing tleverability sebf the net; the “backward” approach of
Abdulla et al.; and the Expand, Enlarge and Check “forwarddpmoach. We close the paper
by discussing aewmethod combining the strengths of the forward and backwathaus.
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1. Introduction

Depuis leur introduction dans les années 60, les réseauwettieoBt attiré I'at-
tention de beaucoup de chercheurs en informatique. Panmineumbreux se sont
intéressés aux aspects pratiques liés a la modélisatigrstiarses a I'aide des réseaux
de Petri, a la sémantique de ces réseaux et leur relatiomlasedgébres de processus,
a leur analyse et leur vérification a I'aide d'algorithmets, En effet, les réseaux de
Petri sont un formalisme bien adapté a la modélisation d@&syes concurrents. Par
exemple, les réseaux de Petri non bornés permettent eoydartide modéliser des
systémes concurrents paramétriques oul le nombre de pusastsion borné (German
et al, 1992; Van Begin, 2003).

Dans cet article, nous nous intéressons a la vérificaticorigtgnique de réseaux
de Petri non bornés. Plus précisément, nous nous intéeasqrobléme deouver-
ture : étant donné un réseau de Petri, un marquage imiiiaket un marquagen, le
probléme de couverture consiste a déterminer s'il exists tlaréseau une exécution
gui démarre emn, et permet d’atteindre un marquage tel quem < m’, c’est-a-
dire un marquagen’ qui contient dans chacune des places du réseau au moing autan
de jetons que le marquage. Ce probleme est important car plusieurs problemes de
vérification, comme par exemple le probléméndlusion de traces finiés peuvent
étre réduits a ce probléme.

Des 1969, Karp et Miller ont proposé un algorithme qui rédeytrobléeme de
couverture (Karpet al., 1969). Leur algorithme résout un probléme plus général, ca
il calcule une sur-approximation des marquages accessibles un réseau de Petri &
partir d’'un marquage initial, appel@&nsemble recouvraifFinkel, 1990). Cette sur-
approximation est suffisamment précise pour décider lel@nodde couverture. Nous
rappelons brievement cet algorithme dans cet article nmais présentons également
quatre autres algorithmes, plus récents, qui permettenéstmudre le probléme de
couverture.

Le premier algorithme, présenté dans la Section 4, est uamative a 'algo-
rithme de Karp et Miller pour le calcul de 'ensemble recantt Contrairement a
I'algorithme de Karp et Miller, cet algorithme ne constrpéis un arbre mais cal-
cule le plus petit point fixe d’'une fonction monotone sur lasembles de paires de
marquages. Des propriétés de cette fonction sont utiligéeslimiter les calculs a
des paires de marquages maximales pour un ordre bien dhette. propriété permet
d’obtenir un algorithme qui est, en général, beaucoup dficaee que I'algorithme
originel de Karp et Miller.

Contrairement a I'algorithme de Karp et Miller, les troigras algorithmes, pré-
sentés dans les sections 5 & 7, ne calculent pas I'ensemblevrant mais calculent

1. Ce probléme peut étre défini comme suit. Etant donné unesétégpour chaque transition du
réseau de Petri, étant donné un automate fini qui définit ugatgrégulier sur ces étiquettes,
déterminer si toutes les suites d’'étiquettes qui corredoia des exécutions du réseau de Petri
sont incluses dans le langage régulier.
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une information suffisante pour résoudre le probléme deeaxbure. L'algorithme de
la Section 5 est un algorithme qui calcule 'ensemble de tessmarquages pou-
vant accéder a un ensemble de marquages clos par & Gattalgorithme «en ar-
riere » a été proposé par Abdulla et al. (Abdwtaal., 1996) et est applicable a une
classe de systémes appelésdestémes bien structuréSinkel et al, 2001; Abdulla
etal, 1996¥, cette classe de systémes est trés générale et contiefsézaix de Petri
et leurs extensions monotones (voir p.ex. (Van Begin, 2003)

Dans la Section 6, nous présentons un autre algorithme#€gr2007; Geeraerts
et al, 2006) qui décide le probléeme de couverture. Cet algoritaste&galement ap-
plicable a la classe des systémes bien structurés. Nousnpoés toutefois ici une
version spécialisée de cet algorithme pour la classe deaugsle Petri. Contraire-
ment a I'algorithme d’Abdullat al., cet algorithme a I'avantage important de réaliser
une exploration « en avant » des marquages accessiblesedwréss approches ba-
sées sur une exploration « en avant » sont généralementfitases en pratique que
les approches « en arriere » (Henzingeal, 2003). Cet algorithme considéere deux
séquences d’approximations de I'ensemble des marquagessitles du réseau de
Petri : une premiére séquence représentansdasapproximations de plus en plus
précises et une deuxieme séquence représentasudepproximations de plus en
plus précises. Ces séquences sont utilisées respectivpmardétecter les instances
positives (dans le cas des sous-approximations) et négdsur-approximations) du
probléme de couverture. Par ailleurs, ces séquencesasomiétespour ce probléeme
dans le sens ou, si la réponse au probléme de couverturesisigresp. négative),
alors cet algorithme construira toujours en un temps finismes-approximation (sur-
approximation) qui permet de I'établir.

Dans la Section 7, nous présentons un troisieme algorithuraggide le probléme
de couverture sans calculer 'ensemble recouvrant. Caateaigorithme est original
et combine une exploration en avant et en arriere des magquiagéseau. |l considere
également des approximations de plus en plus précisesldid das approximations
aI'étapei est fonction du manque de précision constaté a I'étapke Cet algorithme
peut-étre vu comme une spécialisation d’'un algorithme gérie raffinements de
domaines abstraits défini dans (Ganty, 2007; Coetat, 2007).

Nous présentons ensuite, a la Section 8, plusieurs heuéstqui permettent d’im-
plémenter de fagon efficace les algorithmes des sections £@stite, nous présen-
tons a la Section 9 une comparaison expérimentale desthig@s des sections 4 a 7.
Nous terminons par la Section 10 qui passe en revue quelgvasik connexes.

RemerciementsLes auteurs tiennent & exprimer leur gratitude envers lesteirs
anonymes, ainsi qu'envers le Prof. Raymond Devillers, p@uns commentaires.

2. Un ensemble de marquages est clos par le haut si, quandiéicoum marquagen il contient
également tous les marquages$ qui assignent au moins autant de jetons guelans chacune

des places du réseau.
3. Une classe de systemes similaire avait déja été définieipkelFen 1987 (Finkel, 1987;

Finkel, 1990).
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2. Préliminaires

Cette section rappelle les concepts principaux qui sertiligds dans cet article.

2.1. Réseaux de Petri
Nous commencons par la définition dseau de Petr{Reisig, 1986).

Définition 1 Un réseau de Petri est un tuplé = (P, T), telquePNT =} etou:

— P estun ensemble fini ggaces
— T estun ensemble fini deansitions Chaque transitior est un tuple, O), ou :

- I : P — N est une fonction qui associe a chaque placgaits d’entrée
- O : P — N est une fonction qui associe a chaque place@aius de sortie

Un exemple de réseau de Petri est donné a la Figure 1. Nouwaddg@convention
graphique habituelle qui consiste a représenter un résgawngraphe bipartite dans
lequel les nceuds correspondant aux places sont des caldeleaesuds correspondant
aux transitions sont des rectangles noirs. On trace un gged® at = (I,0) € T
(resp.de = (I,0) € T ap € P) pondéré pal (p) (O(p)) ssil(p) # 0 (O(p) # 0).
Les pondérations valant 1 sont en général omises.

Afin de définir la sémantique des réseaux de Petri, nous deléfirsr la notion
demarquage

Définition 2 Etant donné un ensemble de plad@sun marquagan (sur les places
de I'ensembleP) est une fonctiomm : P — N, qui associem(p) jetons a chaque
placep € P.

Etant donné un résea\l = (P, T), on appellemarquage de\V' un marquage dont
le domaine esfP. La convention graphique veut qu’'un marquagedu réseau est
représenté graphiquement en dessinarp) jetons noirs dans chaque plagelLe

marquagem tel quem (pz) = 1 etm(p;) = m(ps) = 0 est représenté a la Figure 1.

Dans la suite de I'article, on suppose généralement queldeesp:, po, - - -, Pk
du réseau sont ordonnées. Dans ce cas, un marguggelt étre vu comme le vecteur

<m(p1)’m(p2)a s am(pk»'

Unréseau de Petri initialisést un réseau de Petri auquel on a associé un marquage
initial my. Formellement, un réseau de Petri initialisé est un tiple (P, T, mg) ou
(P, T) est un réseau de Petri, iy est un marquage. Dans la suite, nous ne considé-
rerons que des réseaux de Petri initialisés, que nous appedl simplemengseaux
de Petri

Etant donné un marquaga et une transitiont = (I, 0) d’un réseau de Petri
N = (P, T,my), on dit quet esttirable enm si, pour toutp € P : m(p) > I(p).



Le probleme de couverture pour les RdP 5

Dans ce cas, et dans ce cas seulentgreyt étretirée, ce qui transforme le marquage
m enm’, tel que, pour toup € P : m'(p) = m(p) — I(p) + O(p). Ceci est noté
m 5 m'. Remarquons que les transitions des réseaux de Petri aftairtonstant
qui ne dépend pas du marquage a partir duquel les transgamdirées m’(p) —
m(p) = O(p) — I(p) forallp € P.

Nous adoptons les notations suivantasi: — m’ signifie qu’il existet € T
telle quem L m’; et est la fermeture reflexo-transitive de, c’est-a-dire que
m = m’ si et seulement sin = m’ ou s'il existe une séquence de marquages
mip,mo,...,m, (avecn > 2)telleque:m = m; - my — --- - m, = m’.
Nous pouvons maintenant introduire les définitions suesui seront utiles tout au
long de l'article :

Définition 3 Etant donné un marquage et un réseau de Pet\ = (P, T, my) :

—Post (m) = {m’ | m — m’} est 'ensemble des successeurs en un paade
—Pre(m) = {m’ | m" — m} est 'ensemble des prédécesseurs en un pas de

—Post* (m) = {m’ | m = m’} est 'ensemble des successeursmlesn un
nombre arbitraire de pas,

—Pre*(m) = {m’ | m’ 5 m} est 'ensemble des prédécesseursnden un
nombre arbitraire de pas.

Ces définitions sont étendues aux ensembles NI”’I de marquages de la fagon
suivante :f(S) = Uy, cg f(m) ot f € {Post, Pre, Post”, Pre" }.

Le réseau de Petri ci-contre a trois places
trois transitions, et son marquage initial est
le marquag€o, 1, 0). Pour ce réseau, I'en-
semblePost ({(0,1,0)}) est le singleton
{(2,1,0)},Pre ({(2,1,0)}) est'ensemble | 1 P1 P3
{(0.1,0).(1,0,1)}, Post” ({(0.1,0)}est | [f—2~() »
l'ensemble {(2:,1,0) | ¢ € N} U

{(24,0,1) | i € N}, etPre* ({(2,1,0)}) =
{(0,1,0),(1,0,1),(2,1,0)}.

to

Figure 1. Un exemple de réseau de Petri.

2.2. Ordre sur les marquages

Dans la suite de cet article, nous utiliserons souvent lmnalebeau pré-ordre
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Définition 4 Unbeau pré-ordre sur un ensembl& est une relation réflexive et tran-
sitive (pré-ordre) surFE tel que, pour toute séquence infikig e, ..., e;, ... d'élé-
ments de, il existel < k < ¢ tels queey, C ey.

Dans cet article nous utiliserons des beaux pré-ordreogtisissi des ordres partiels
(c’est-a-dire qu'ils sont aussi antisymétriques). Darcaedes marquages des réseaux
de Petri, on utilise I'ordreg :

Définition 5 Etant donné un ensemble de pladgd’ordre partiel <xC NIP! x NI
est tel que pour toute paire de marquagas, m, on a quem; < ms Si et seulement
Si pour toute place € P : m;(p) < my(p).

Par la suite, la notatiom; < my sera utilisée dans le cas ety < ms etmsy £ mj.
Il est bien établi queg est un beau pré-ordre (partiel) :

Lemme 1 ((Dickson, 1913))< est un beau pré-ordre.

Maintenant que I'ordre sur les marquage®st défini, nous pouvons définir la pro-
priété de monotonie stricte des réseaux de Petri ;

Lemme 2 Les réseaux de Petri sostrictement monotongsour 'ordre <, c'est-a-
dire que pour tout réseau de PetN’ = (P, T, my), pour toute transitiont € T et

t . .
pour tous marquagesi;, ms; etmgs de N tels quem; < m, etm; — mag, il existe
t
un marquagan, de N tel quem; — my etms < my.

A partir de I'ordre<, nous pouvons également définir deux classes d’ensembles
de marquages qui seront particulierement utiles danstie. sui

Définition 6 Etant donné un ensembié C NI*'I de marquages sur les places fe
sacloture par le haugst 'ensemblg<(G) = {m € NI | 3m’ € G : m’ < m}.
Symétriquement, leldture par le basle G est: |[5(G) = {m € NIl | 3m’ € G :
m < m’}. Un ensembléZ de marquages est difos par le hausi et seulement si
15(E) = E. Il estclos par le basi et seulement §i~(F) = FE.

Le lecteur trouvera des exemples de tels ensembles a laeR2g@uand I'ensemble
a clore par le bas est un singletom }, nous écrivons simplement(m) au lieu de
15({m}). Nous procédons de méme pour les ensembles a clore par le haut

2.3. Probléme de couverture

Les notions présentées ci-dessus nous permettent d'intede probléme auquel
nous nous intéressons dans cet article, apmpeléleme de couverture
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Les ensembled et B sont deux ensembles clos par

le bas infinis qui contiennent, respectivement, les Y T : ;
marquages(x,y) € N? | y < 1} et{(z,y) € N? | B! .

z < 1}. LensembleC est un ensemble clos parle 37T D
bas fini qui contient les marquagégr, y) € N? | 2 :

x <2 Ay <2} LensembleD est'ensembleclos Lol o
par le haut{(z,y) € N? |z > 3 Ay > 2}. i T

X
1 2 3

Figure 2. Des ensembles clos par le haut et par le bas (poudansN?2.

Probléme de couverture

DonnéesUn réseau de PetW’ = (P,T,m,) et un ensemblé/ de marquages
deN qui est clos par le haut.

Question Est-ce quéPost™ (mg) NU # 0 ?

Le probleme de couverture consiste donc a déterminer sini@itensemblé/ clos

par le haut est accessible dans un réseau de Fetra complexité au pire cas de ce
probléme est exponentielle en espace (Rackoff, 1978).

Exemple 1 Considérons le réseal” de la Figure 1. Une instance du probleme de
couverture consiste a demandetsi= {m | m(p1) > 0Am(p2) > 0Am(ps3) > 2}
est accessible dans” pour le marquage initialm; = (0, 1,0). Cette instance est
négative. Une instance positive est constituée par le i£4€2équippé du marquage
initial my = (0, 1,1) et de 'ensemblé&’.

Notons gue I'ensemblBost™ (mg) n'est pas représentable de maniére effective.
En effet, on ne peut pas construire une représentation gmsemble dans un forma-
lisme pour lequel I'équivalence est décidable. Autrementpourrait décider I'équi-
valence des accessibles de deux réseaux de Petri, ce qupastsible (Hack, 1976).
Pour cette raison, aucun algorithme pour résoudre le prablde couverture ne se
base sur la construction de cet ensemble. Cependant, wa@urximation de cet
ensemble, appelénsemble recouvrang été intensivement étudiée. Cette définition
est due a Alain Finkel (Finkel, 1987; Finkel, 1990) :

Définition 7 Etant donné un réseau de Peni = (P, T, m,), son ensemble recou-
vrant Cover (N) est donné pat~(Post™ (my)).

L'intérét principal de I'ensemble recouvrant est donnélpgroposition suivante :

Proposition 1 Pour tout réseau de PetW’ = (P, T, m,), et tout ensemblé& clos
par le haut de marquages d€, Post™ (mg) N U # 0 ssiCover (N) N U # 0.

Le second intérét de I'ensemble recouvrant est qu'il essiptesd’en construire une
représentation finique I'on peutmanipuler algorithmiquementomme expliqué
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dans la fin de cette section. Avant cela, expliquons comnegmésenter et manipuler
les ensembles clos par le haut et par le bas.

Remarquons que, si 'ensemble recouvrant permet de réstiprobleme de cou-
verture, sa construction est plus difficile que le problémeduverture, car elle est
non-primitive récursive (Vallet al,, 1981).

2.4. Représentation et manipulation d’ensembles clos par le hatpar le bas

Les ensembles de marquages clos par le haut et par le bassgpénéral infinis.
Pour les représenter et les manipuler en pratique il nousifmc une représentation
effective, c’est-a-dire une représentation finie qui sufEples opérations nécessaires
sur ces ensembles.

Remarquons que, dans cet article, les propriétés de ciomeles algorithmes qui
manipulent desnsembles clos par le hawt dépendenpasde la représentation choi-
sie pour ces ensembles. C’est pourquoi, dans cet artials, manipulons directement
les ensembles clos par le haut en considérant implicitepesiceux-ci sont repré-
sentés a l'aide d'une structure de données effective. Umpbede représentation
effective est 'ensemble des éléments minimaux des enssrolis par le haut :

Définition 8 Etant donné un ensemhte C N*, 'ensemble degléments minimaux
deS, notéMin= (S), est donné pafm € S | #im’ € S: m’ < m}.

L'utilisation de Min™ (U) pour représenter 'ensemble clos par le Nast justifiée
par le lemme suivant.

Lemme 3 Pour tout ensemble clos par le halit C N*¥, Min™ (U) est un ensemble
unique, fini, et tel qué*(l\/lin< (U)) =U.

Afin de montrer que cette représentation est leiéective nous rappelons brievement
les algorithmes qui implémentent les opérations et les testles ensembles clos par
le haut dont nous aurons besoin dans la suite

Lopérateur Pre. Etant donné un réseau de Pétfi= (P, T, m,) etU C NI”I clos
par le haut, 'ensemblBre (U) est également clos par le haut (Abdwdlzal., 1996).
Pour calculeMin™ (Pre (7)) & partir deMin= (U), nous avons besoin des définitions
suivantes. Etant donné un marquagest une transition = (I, O) € T, le marquage
Minpre,(m) est tel que pour toute plage Minpre,(m)(p) = max{m(p) — O(p) +
I(p),1(p)}. LensembleMinpre(m) est défini comme étarit),.,.{Minpre,(m)}.
L'opérateurMinpre est étendu aux ensembles finis de marquadede la facon sui-
vante :Minpre(M) = Min~ (U, car Minpre(m)). Il est alors facile de voir que

(Abdullaet al, 1996) :Minpre(Min™ (U)) = Min~ (Pre (U)).

L'union. Lunion de deux ensembles clos par le haut est également ¢as le
haut. De plus, étant donné deux ensembles clos par le hautadguaged/; et
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U, représentés respectivement pam=~ (U;) et Min™ (U) : MinS (U, UT,) =
Min< (Miﬁ (U1) U Min< (UQ)).

Le test d'appartenance et le test d’inclusion.

Etant donné deux ensembles clos par le BaLl/; et un marquagen :
m € U; ssidm’ € MinS (U}) : m’ < m

et
Uy C Uy ssiVm; € Min™ (U;) Imy € Min™ (Us) : my < my .

Contrairement aux algorithmes manipulant des ensemtdeer le haut, les al-
gorithmes qui manipulent des ensembiéss par le basque nous présentons dans
la suite, ferondirectement référenca unestructure de donnégzarticuliere, appe-
Iée w-marquagespour représenter ces ensembléesw-marquages constituent une
généralisation des marquages définie comme suit :

Définition 9 Etant donné un réseau de Peti = (P, T, m,), unw-marquage de\’
est une fonctiom : P — N U {w}.

Comme dans le cas des marquages, nous représenteronssmuvenarquage par le
vecteur correspondant. Intuitivement, la valeureprésente « un nombre quelconque
de jetons ». Pour formaliser cette idée, nous étendolNU{w} de la fagon suivante :
pour toute constante € N : ¢ < w. Ceci permet de généraliser les définitionsde
et de la cloture par le bas auxmarquages. Etant donné deuxmarquagesn;, m;

sur 'ensemble de placé?, m; < m, ssivVp € P : m;(p) < my(p). Etant donné un
ensembles d’'w-marquages,~(G) = {m € Nl | 3m; € G: m < m, }.

L'idée sous-jacente aux-marquages est similaire a celle des ensembles minimaux
pour représenter les ensembles clos par le haut de marfiectaf.

Lemme 4 ((Geeraertset al, 2006)) Pour tout ensemble clos par le bas de mar-
quages, il existe un ensemble fini; d'w-marquages tel que~(Gg) = E.

Un ensemblé& i dans le Lemme 4 est appeléemsemble de couverture (@8. Dans

la suite, nous manipulerons régulierement un ensemble a\ednre de knsemble
recouvrantd’un réseau de Peti/. Par abus de langages, nous appellerons cet en-
semble «un ensemble de couvertureAde. Un ensemble de couverture dé est
donc un ensemble de couverture@ser (N).

4. Remarquons qu'il est possible de représenter un ensertdear le bas a I'aide de son
complément, qui est clos par le haut. Néanmoins, la reptatsem sur base des-marquages
est plus compacte et permet d'obtenir des algorithmes phydes (Gantyet al,, 2006).
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Exemple 2 Les ensembles clos par le hasB etC de la Figure 2 peuvent étre repré-
sentés, respectivement, par les ensembles de couvéfture) }, {(1,w)} et{(2,2)}.
L'ensembleMin™ (D) = {(3,2)} représente de fagon univoque I'ensemble clos par
le hautD.

Afin de pouvoir manipuler les-marquages, nous devons étendre certaines opéra-

tions arithmétiques su¥ U {w}. Pour ce faire, nous fixonse ¢ = w pour toutc € N

ete € {+,—}. Etant donné un réseau de P&t T, m,) et unw-marquagam, on

dit quet = (I,0) € T est tirable enm si pour toute place € P : m(p) > I(p).
Dans ce cag, peut étre tirée et transformesfmarquagan en 'w-marquagean’ tel

que pour toute place € P : m’(p) = m(p) — I(p) + O(p). Les notationsn L/,

m — m’ ainsi que les définitions des ensemiitest (m) etPost™ (m) sont étendues

de facon directe aux-marquages.

Comme dans le cas des ensembles clos par le haut, il estlpassibalculer cer-
taines opérations ensemblistes sur les ensembles clos pbas ken manipulant direc-
tement leurs représentations en termesafarquages. En particulier, les opérations
qui seront utiles par la suite sont :

Linclusion. Etant donné deux ensemblés et D, clos par le bas représentés par
les ensembless; et M, d’w-marquages, on peut déterminefsi C D, de la fagon
suivante :D; C D5 ssiVm; € M; 3ms € Ms: my < mo.

Lintersection avec un ensemble clos par le hautEtant donné un ensembl@ clos
par le bas, représenté pafp, et un ensemblé/ clos par le haut, représenté par
Min= (U), il est possible de déterminer s'il existe une intersection-vide entreD
etU:DNU # () ssidmp € MpImy € Min™ (U) : my < mp.

3. L'algorithme de Karp et Miller

L'algorithme de Karp et Miller est un algorithme classiqumup calculer un en-
semble de couverture d’'un réseau de Petri. Cet algorithréiatéoduit par Karp et
Miller en 1969 (Karpet al,, 1969) (voir aussi I'ouvrage de Reisig (Reisig, 1986) pour
une présentation plus classique). Nous en donnons ici @ve Iprésentation.

Les deux ingrédients principaux de I'algorithme de Karp atlévl sont : la
construction d’'un arbre d’accessibilité, d’une part, et fonction d’accélération qui
permet de calculer et représenter de fagon finie un ensenfblede marquages ré-
sultant d’'un ensemble infini d’exécutions, d’autre part.

L'algorithme de Karp et Miller construit un arbre étiquéfé, B, racine, A) dont
les nceuds sont étiquetés par demarquagesy est 'ensemble des nceuds de I'arbre;
racine € N estlaracine de I'arbref? C N x N estI'ensemble des arétes de I'arbre,
et BT et B* dénotent, respectivement, la fermeture transition etxéfteansitive de
B;etA: N — (NU{w})/l estlafonction d’étiquetage des nceuds de I'arbre. Cette
fonction est étendue aux ensembtes N : A(S) = {A(s) | s € S}.
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Laracinede I'arbre construit par I'algorithme de Karp et Miller esig@etée par
le marquage initiaimg du réseau considéré. Léits d’'un nceudn de l'arbre sont
construits de la fagon suivante. S'il existe, sur la brarmoeeant de la racine, un
autre nceudy’ tel queA (n) = A (n’), n n'a pas de fils. Sinon, on calcule d’abord
'ensemblePost (A (n)) et pour chaquen € Post (A (n)), 'algorithme construit un
marquagam,, par le biais d’'undonction d’accélérationCelle-ci initialisem,, a m.
Ensuite, elle remplace certaines coordonnéesgepar w : on met aw toutes les
coordonnéep pour lesquelles on peut trouver, sur la branche allant dadiae an,
un noeudz tel queA (@) < m etA (@) (p) < m(p). Finalement, on crée dans I'arbre
un nouveau nceud étiqueté par, comme successeuna

Un exemple d’arbre de Karp et Miller est donné a la Figure 3'ajit de I'arbre
de Karp et Miller du réseau de la Figure 1.

(0,1,0)
tll
\
(w,1,0)
\
t1 to
¥ X
<w7170> <w7 07 1>
/ \
t1 t3
X
<w7 07 1> <w7170>

Figure 3. L'arbre de Karp et Miller du réseau de Petri de la Figure 1. Otiqueté
les branches par le nom de la transition correspondante.

La fonction d’accélération décrite ci-dessus est fournidlgorithme 1. Elle re-
coit le marquagam a accélérer et 'ensemblg des nceuds présents sur la branche
menant an. Elle renvoie le marquage,, résultat de I'accélération. L'algorithme de
Karp et Miller est, quant a lui, donné a I'Algorithme 2. Il sla description que nous
avons donnée ci-dessus. La terminaison et la correctiortd@gorithme ont été éta-
blies par Karp et Miller :

Théoréme 1 ((Karpet al, 1969)) Pour tout réseau de Peti/, I'Algorithme 2 a une
exécution finie. A la terminaisofiA (n) | n € N} forme un ensemble de couverture
deN, c’est-a-dire :|S(A (N)) = Cover (N).

La correction de la fonction d’accélération peut étre fiésti par la propriété de
monotonie stricte des réseaux de Petri. En effet, congidaro nceud dont on cal-
cule les descendants. Pour ce faire, on consigdere Post (A (n)) que la fonction
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Données Un ensemble fink d’w-marquages et un-marquagan
Résultat: Un w-marquage, résultat de I'accélératiomaie
Acceleration (S, m)
m, :=m,;
pour chaquem’ € S't.q.m’ < m faire

pour chaqueplacep t.q.m’(p) < m(p) faire
L | my,(p) =w;

retourner m,, ; _ _ _
Algorithme 1 : La fonction d’accélération de Karp et Miller.

Données Un réseau de Pet = (P, T, mo)
Résultat: Un sous-ensemblB fini de (N U w)!”! tel que| S(D) = Cover (V).
T := (N, B,ng, A) telqueN = {no}, B =0 etA (ng) = my ;
en_attente := {ng} ;
tant que en_attente # () faire
Soitn un nceud den_attente ;
en_attente := en_attente \ {n};
sifm: BT (m,n) A A (@) = A (n) alors
pour chaquem € Post (A (n)) faire
S:={A(@)|3In € N: B*(n/,n)};
Soitn’ un nouveau noceud tel que(n’) = Acceleration (S, m) ;
N:=Nu{n'};
Bi= BU{(n,n)};
en_attente := en_attente U {n'} ;

retourner A (N);
Algorithme 2 : L'algorithme de Karp et Miller pour calculer un ensembleate-

verture.

d’accélération va transformer en,, en ajoutantv dans toutes les placgsc P,, ou

P, ={p e P | m,lp) =w # m(p)} est supposé non-vide. Dans ce cas, il est
possible de trouver une séquenrcee transitions qui est tirable a partir de et qui
augmente strictement le nombre de jetons dans toutes Ess@ppartenantd,, sans

le faire décroitre dans les autres. Plus formellemeet P, sont tels quem = m’;

Vp € P,: m(p) < m'(p) etVp ¢ P,: m(p) = m/(p). De plus, comme les réseaux
de Petri sont strictement monotoneset< m’, ¢ est a nouveau tirable a partir de
m’, et cela permet donc d’augmenter de facon arbitraire le meu jetons dans les
places deP,, ce qui justifie la construction da,,.

On voit donc que la fonction d’accélération ne construit dasw-marquagesn
tels que|<(m) C Cover (N). Par ailleurs, il est aisé de voir que, si un noeud'a
pas de successeur et qu’une transition est tirable a partir(d), alors il posséde
un ancétrex’ tel queA (n) = A (n’), qui a été développé. On est ainsi certain de ne
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pas «oublier » de marquages accessibles en arrétant l®gpeetentd’'un noeud. Ces
constatations permettent de se convaincre que I'algoeittherKarp et Miller maintient
I'invariant suivant :

IS(A (N) U Post™ (A (en_attente))) = Cover (N)

Ainsi, quand la frontiéren_attente est vide, on obtient<(A (N)) = Cover (N), ce
qui prouve la correction de I'algorithme.

La terminaison de I'algorithme peut, quant a elle, étre péapar le raisonnement
suivant. Si I'algorithme ne termine pas, il construit unrarde taille infinie, ce qui
implique qu'’il contient une branche infinie (car I'arbre astranchement fini). Comme
< est un beau pré-ordre, on peut extraire des étiquettes dedsnie cette branche
soit une séquence infinie de marquages égaux, soit une sEgindinie strictement
croissante de marquages. Or :

— Une séquence infinie de marquages égaux n'est pas posaiblfalgorithme
arréte une branche dés qu’il rencontre deux marquages égaagtte branche.

— Une séquence infinie strictement croissante signifiecitrgnombre non-borné
d’accélérations a eu lieu sur la branche. Or chaque actiélégoute au moins uw
dans lesu-marquages de la branche. Comme il n’y a qu’un nombre fini degd, cela
n’est pas possible.

4. Calcul efficace d'un ensemble de couverture

Si l'algorithme de Karp et Miller est une solution trés élégepour montrer qu’on
peut toujours calculer un ensemble de couverture d’un véde®etri, elle est malheu-
reusement inapplicable dans bien des cas pratiques. Erleffarbres générés par cet
algorithme sont en général trop grands pour permettre taii@ison de I'algorithme
dans des délais raisonnables, et cela, méme pour des rékepatite taille.

Le probléme du calcutfficacede I'ensemble de couverture est non trivial. C'est
ainsi qu'il a été montré récemment (Geeraerts, 2007; Gasetal., 2007) que deux
optimisations de 'algorithme de Karp et Miller (Finkel, 9%, Luttge, 1995) sont er-
ronées, dans le sens ou les algorithmes qui y sont présesiiéajent, soit ne pas
calculer un ensemble de couverture, soit ne pas terminers Dette section, nous
présentons brievement un nouvel algorithme (Geerael@s,;ZReeraertst al., 2007)
pour calculer 'ensemble de couverture d’un réseau de.Rtialgorithme n’est pas
basé sur la solution de Karp et Miller, mais est plus efficatpratique. Nous ren-
voyons le lecteur intéressé aux références pour les dé&slpreuves, qui sont omises
ici.

L'algorithme que nous présentons dans cette section atiaylarité de manipuler
desensembles de pairesidmarquagesNous devons donc redéfinir les opérateurs de
successeur et d’accélération sur les pairesdarquages. C'est I'objet des définitions
suivantes :



14
e soumission &Sl

— Etant donné une pairém;, m,) d’w-marquages, nous définissons la fonc-
tion Post ((mj,m3)) = {(m;,m’), (mz,m’) | m’ € Post(m3)}. Cette fonc-
tion est étendue aurnsemblesk de paires de la facon suivantePost (R) =
U(m1,m2)€R Post ((m1, my)),

— Etant donné une pairfen;, m,) d'w-marquages telle que; < ms, nous dé-
finissonsAccel ((m, my)) = {(ms, Acceleration ({m; }, m3))}. Accel ((m;, ms))
n'est pas définie sin; £ m,. Cette fonction est également étendue angemble®

de paires de la fagon suivant@ccel (R) = U?r:;:rl:j)eR Accel (m1, my),

— Finalement, étant donné un ensemBlele paires de marquages, nous définis-
sons Flatten (R) = {m | 3m’: (m’,m) € R}.

La fonction d’accélératiorccel estplus faibleque la fonction d’accélération de
Karp et Miller. En effet,Accel ((m;, m2)) est définie ¢fr. suprd comme étant la
fonction Acceleration appliguée am. (le marquage a accélérer), et prenént; }
comme ensemble de marquages permettant I'accélératiorc, pour accélérer un
marquageif,), Accel ne prend en compte qu’un seul autre marquagg)( alors que
dans l'algorithme de Karp et MilleAcceleration est appelée avec tous les ancétres
demg.

Néanmoins, en étudiant attentivement I'algorithme de KatrMiiller, il est pos-
sible d’établir des propriétés qui permettent d’affirmee da fonctionAccel, quand
elle est correctement utilisée, permet d’obtenir les mémbsgtats que I'accélération
de Karp et Miller. Comme mentionné dans la section précédémsque I'accéléra-
tion de Karp et Miller construit un marquage,, en rajoutant des dans un marquage
m, il est toujours possible de construire une séquence dsitiarss qui est crois-

sante sur les places ou l'accélération a ajoutéuuet constante sur les places ne

. t t
contenant pas de. Donc, si nous supposons qge= ¢ - - -t etm —— --- % m’,

on a quéAccel ((m, m’)) = (m’, m,,).

Nous pouvons maintenant expliquer comment calculer, deiégreefficace, un
ensemble de couverture d'un réseau de R¥tri= (P, T, m,). Pour ce faire, nous
définissons d’abord la séquenCevSeq(N) = (V;)i>o d’ensembles de pairesw
marquages comme sulit :

Vo = {(mo, mo)} etVi > 1: V; = Vi_; UPost (V;_;) U Accel (Vi_1)

En raison du lien que nous venons d’établir erteeel et la fonction d’accéléra-
tion de Karp et Miller, il est facile de voir que, pour tout ndsude I'arbre de Karp
et Miller de V, il existek > 0 tel queA (n) € Flatten (V). Comme, par ailleurs,
tantPost queAccel ne construisent que desmarquages inclus dans un ensemble de
couverture, on obtient le lemme suivant :

Lemme 5 ((Geeraertset al, 2007)) Considérons un réseau de PetN” tel que
CovSeq(N) = (V;);>0. Alors, il existek > 0 tel que pour tout) < ¢ < k :
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1¥(Flatten (V)) C |S(Flatten (Vz41)) et pour tout! > k : |S(Flatten (V) =
Cover (N).

Le Lemme 5 stipule que la séquer(¢€(Flatten (V7))),>o st strictement croissante
(pour l'inclusion ensembliste) jusqu’a un indikeu | <(Flatten (V})) est 'ensemble
recouvrant du réseau de Petri. A partir de ce point, la sémpen (Flatten (V7)))e>0
se stabilise. L'algorithme consiste donc a calculer la ségaCovSeq(N) jusqu’a
rencontrer un ensemblé tel que| ~(Flatten (V;)) C | (Flatten (V,_1)).

Le calcul de cette séquen€evSeq(N) peut étre effectué de fagon efficace en
introduisant un ordré& sur les paires de marquages. Nous allons utiliser cet ofidre a
de conserver, dans les ensembles manipulés, uniquemepaulesmaximalespar
rapport aC. Afin de définir cet ordre, nous devons d’abord définir 'opéuac, qui
est un opérateur de différence sur les marquages.

Etant donné deux-marquagesn; etms,, nous définissonsy; © m,; comme une
fonctionP — Z U {—w, w} telle que, pour toute plage:

w sim;(p) =w
(m; ©my)(p) =¢ —w simy(p) = wetm, (p) #w
m; (p) —mso(p) Sinon

Etant donné deux pairgsn;, my) et (m}, m}) d'w-marquages, Nous pouvons
maintenant définir 'ordr& comme suit :

Définition 10 Etant donné deux paire$m;,m,) et (m), mj)) d'w-marquages,
(m;,my) C (m},m)) si et seulement si (i) m; < mf, et (i) my < m), et
(14i) Vp € P: (mg © m1)(p) < (mf & m})(p).

L'ordre que nous venons d’introduire possede les promgié/antes :

Lemme 6 ((Geeraertset al,, 2007)) Pour toutes paire$m;, ms) et (m}, m}) d'w-
marquages telles quan;, m,) C (m/, m}) :

1) pour toute pairgm;, m,) € Post ((m1,m2)), il existe une pairém;, ms) €
Post ((m), m})) telle que(n;, ms) C (my, my),

2) pour toute pairgm;, my) € Accel ((m;, m5)), il existe une pair¢m;, m,) €
Accel ((m], m})) telle que(m;, m2) C (my, my).

La premiére propriété découle directement de la propriétédnotonie des réseaux
de Petri et de la définition 10 de (plus particulierement des pointg et (i7))

La seconde propriété découle de la définitionCdeet plus particulierement du
point (ii¢). En effet, le poin{iii) assure que pour chaque place la différence entre le
nombre de jetons dans/, et dansm) est au moins aussi grande que la différence
entre le nombre de jetons dans, et danam;. Ainsi, lorsqu’il existe une différence
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strictement positive entreis(p) et m;(p) (ce qui implique qu'il y aura uw dans
la placep aprés I'accélération), on a la garantie que cette différerst également
strictement positive entmn), (p) etm) (p).

Nous pouvons maintenant introduire I'Algorithme 3, quiatdé de fagon efficace
I'ensemble de couverture d'un réseau de Petri. L'algoréHait usage de la fonction
Max= qui, étant donné un ensemble de paires, renvoie les pairesnalas pour
I'ordre partielC. La correction de cet algorithme ainsi que sa terminais@oualént
deslemmes5 et 6.

Données Un réseau de PetN" = (P, T, my).

Résultat: Un sous-ensemblB fini de (N U w)!”! tel que|<(D) = Cover (V).
i:=0; Vg := {(mo, my)} ;
répéter

t:=1+1;

V; := MaxE (Post (Vi—1)
jusqu'a |~ (Flatten (V;)) C |
retourner Flatten (V;);

Algorithme 3 : L'algorithme pour calculer un ensemble de couverture gerfaef-
ficace.

U Accel (Vi-1));
<(Flatten (V;_1)) ;

Exemple 3 Considérons le réseau de la Figure 1, avec le marquage Initia =
(0,1,0), et exécutons I'Algorithme 3 sur cette instance. L'ensenifgl contient
(m;,m;). L'ensemblel; ne contient qu’une seule paire({0, 1,0), (2,1,0)). Les
ensemble$s, Vs etV sont détaillés ci-dessous :

Vs | Vs | Vi
(<27150>7<w71a0>) (<w5170>a<wa170>) (<w71a0>7<w70a1>)
(<071a0>7<4a170>) (<w5170>a<wa071>) (<w70a1>7<w71a0>)
(<271a0>7<1a071>) (<15071>a<271a0>) (<w71a0>7<w71a0>)
((0,1,00, (1,0, 1)) | ({1,0,1),(3,0,1)) | ({w,0,1), w,0,1))

L'algorithme s'arréte au bout de quatre itérations car~(Flatten (V3)) =
1¥(Flatten (V4)) = |¥({{w, 1,0), (w,0,1)}), soit 'ensemble recouvrant du réseau.
Il est facile de se convaincre sur cet exemple que I'ofdrpermet effectivement de
réduire la taille des ensemble manipulés.

En pratique, on peut améliorer les performances de cetitlgor en adoptant
les deux modifications suivantes : premierement, cet dlgoe peut étre implémenté
en utilisant undrontiére afin d’éviter de calculer les successeurs et les accélagati
detoutes les pairea chaque étape. Ensuite, il est possible de modifier quelgue p
I'ordre dans lequel les paires sont développées. En effégdrithme 3 développe, a
chaque itération, les successeurs des paires se trouvadae qui correspond a
un parcour®n largeur d’abord On obtient de meilleurs performances avec un algo-
rithme qui privilégie le développement de paires « contelegpius diw » (c’est-a-dire



Le probleme de couverture pour les RdP 17

les paires dont une des deux coordonnées est un marquage dontbre de places
marquées pav est maximal). Cette modification dans I'ordre de dévelopgrardoit
néanmoins étre réalisée avec soin afin de conserver la tiorrele I'algorithme. Se-
lon les résultats expérimentaux présentés dans (Geeea@lts2007), ce nouvel al-
gorithme permet de traiter des réseaux ayant deux fois @ydates que ceux que
I'algorithme de Karp et Miller est capable d'analyser. Ses téseaux que les deux
algorithmes peuvent analyser, les gains en temps d’exécpguvent atteindre un
facteur 1000. Nous renvoyons le lecteur intéressé auxenééés citées (Geeraeds
al., 2007) pour de plus amples détails.

5. Une approche générale en arriére

Dans les sections précédentes, nous avons présenté desthaige qui
construisent un ensemble de couverture du réseau de Pel\éer, ce qui permet
de résoudre le probléme de couvertufe Proposition 1). Néanmoins, il est possible
de résoudre le probléme de couverture sans calculer cahbleseDans cette section,
ainsi que dans les sections 6 et 7, nous présentons de tel#ttaties. Le premier
d’entre eux, appelé « approche en arriere », a été introduidpdullaet al. (Abdulla
et al, 1996). Nous en résumons les idées principales dans cetierseet renvoyons
le lecteur intéressé aux références pour une présentaitaitiéle.

L'approche en arriére résout le probléme de couverture poarclasse générale
de modéles, appelégystemes bien structurédont les réseaux de Petri forment un
cas particulier. Dans cette section, afin de simplifier ls@néation, nous présentons
l'instanciation de cette approche au cas des réseaux de Petr

Etant donné un réseau de Péifil’approche en arriére consiste a calculer le plus
petit point fixe suivant :

puX.UUPre(X) = Pre”(U) [1]

Ce point fixe est I'ensemble de tous les marquages a partjudesd/ est accessible
en un nombre quelconque de pas. Il est facile de voir qu'ilreermet de résoudre
le probléme de couverture dans la mesurdjoast accessible a partir du marquage
initial my de si et seulement sy € Pre* (U).

Le calcul du point fixe [1] est basé sur une séquefieg;>o d’ensembles clos
par le haut de marquages, définie comme suit. L'enselplestU. Pour touti > 0,
I'ensembleR; ., estR;UPre (R;). Il est facile de voir que cette séquence est croissante
pour I'inclusion ensembliste : pour tout> 0 : R; C R;;1. Comme< est un beau
pré-ordre, il est possible de montrer que cette séquencesilise nécessairement
en un nombre fini de pas. En effet, le lemme suivant indiqué giest pas possible
de construire une séquence infinie d’ensembles clos paruedua est strictement
croissante (poug) :
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Lemme 7 Etant donné une séquence infifié );>o d’ensembles clos par le haut de
marquages, il existeé < j tel queU; C Us.

Par ailleurs, nous avons la garantie que I'ensenihleobtenu au moment ou la
séquence converge est bien I'ensenthig (U) :

Lemme 8 Pour touti >0, U C R; CPre* (U) et il existek >0 tel queRy =Pre™ (U).

Ceci nous permet d’énoncer I'Algorithme 4 qui résout le peéate de couverture
a I'aide de I'approche « en arriére ». Celui-ci calcule it#sment les ensembles de
la séquencéR;);>o jusqu’a la convergence, puis testensj appartient a I'ensemble
ainsi calculé pour conclure.

Données Un réseau de PetN' = (P, T, my) etU C NI”I clos par le haut.
Résultat: vrai si Cover (N) N U # 0, fauz sinon.
1:=0,Rg :=U,;
répéter
=1+ 1;
R, == R;_1 UPre (Rifl) ;
jusqua R; € R; 1 ;
simgy € R; alors retourner vra: sinon retourner fauz
Algorithme 4 : L'algorithme en arriére pour résoudre le probléme de cduve.

Exemple 4 Considérons a nouveau le réseau de Pafrile la Figure 1, et I'ensemble
clos par le haut/ = 15((0,0, 2)). Le tableau ci-dessous indique, pour chadies
éléments minimaux des ensemhbigobtenus lors de I'exécution de I'Algorithme 4
sur cette instance :

o | 1
(0,0,2) | (0,0,2)
1,1,1

0,
0,
0

3

)

N = ON

S ==l V)

=Y
~
N = Ol D

S =N

(0,0,2)
(0,1,1)
(0,2,0)

S =N
~

)

Comme on le voit, le marquage initiah; = (0, 1, 0) n'appartient pas & ~(Ry), et
U n’est donc pas accessible a partir de;. Par contre,U est bien accessible a partir
dem;, = (0, 1,1). En effetm, € Ry.

6. Expand, Enlarge and Checkine approche générale en avant

Dans cette section, nous présentons les idées principalesecond algorithme
(Geeraerts, 2007; Geeraeetsal., 2006), appelé&xpand, Enlarge and ChedEEC)
qui résout le probléme de couverture sans calculer un erdeemloouverture. Comme
I'algorithme de la section précédenEEC est un algorithme générique qui peut étre
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appliqué a la classe des systémes bien-structurés, donéseaux de Petri. De nou-
veau, nous ne présentons [ dans toute sa généralité mais seulement son instan-
ciation aux réseaux de Petri.

EEC est un algorithme itératif ou trois étapes se succédent quehaération :
la premiére étape construit une sous-approximatiode I'ensemble des marquages
accessibles. La seconde étape construit une sur-appricin$a des marquages ac-
cessibles. La troisieme étape consiste a comparer lesxapgationsS; etS, aU : si
S1NU # 0, on conclut positivement; s, N U = ), on conclut négativement. Si au-
cun de ces deux tests ne réussit, cela signifie que les apmbans ne sont pas assez
précises. Dans ce cas, les deux approximations sont raffetiéalgorithme effectue
une nouvelle itération.

Dans le cas d'un réseau de Peti = (P,T,m), les approximations de
Post* (mg) sont construites a partir de graplfess paramétrés par des ensembles
de marquages et d-marquages. Pour celBEC utilise deux séquences infinies. La
premiére est une séquence infinie d'ensembles finis de mgeqU&,;);>( telle que
C; ={0,...,i}IP1U {me}. Autrement dit,C; est 'ensemble de tous les marquages
dans lesquels chaque place contient au pjasns (pluang).

La seconde séquence est une séquence infinie d’ensembded'dimnarquages
(Li)i>o telle queL; = {0,...,i,w}Pl U {me}. Donc, L; contient tous lesv-
marquages dans lesquels chaque place contient au jelions, ou bier (plusmy).

A T'itération i, EEC construit le graph&ous(N, C;) qui est le systéme de tran-
sition sous-jacent au réseau de Petri restreint aux maeguggparaissant dads.
FormellementSous(\, C;) est le graphéC;, mg, Z=) ou la relatior=C C; x C;
est telle quém;, ms) €2 sj et seulement sin; — ms. Lensemble des éléments
deC; qui sont accessibles p&E a partir dem, est dénoté paR (Sous(N, C;)).

SU”

EEC construit également a l'itératiane graphesur(N, L;) = (L;, mg, —>) tel
que(m;, my) €= si et seulement si soih; — my; Soitm; — m}, m) & L;,
m) < my etil n’existe paanf € L, tel quem), < m/ < m,. Donc,Sur(N, L;) ap-
proxime la relation de transition» du réseau de Petri lorsque/tmarquage d'arrivée
ne se trouve pas dats. Dans ce cas,d-marquage d'arrivée est remplacé par le plus
petitw-marquage dank; qui le sur-approxime. Le fait que ce derniemarquage est
unique est assuré par le lemme suivant :

Lemme 9 Pour touti,k € N, pour toutm € NF, il existe un uniquem’ <
{0,...,i,w}* tel que(i) m < m’ et (i) pour toutm” € {0,...,i,w}* : m < m”
etm’ # m” impliquent quan” £ m’.

L'ensemble des éléments dg accessibles par la relatich® a partir dem, est
dénoté parR(Sur(N, L;)). Les deux lemmes suivants donnent les propriétés de
R(Sous(N, C;)) etR(Sur(N, L;)) qui permettent d’établir que ces ensembles consti-
tuent respectivement une sous et une sur-approximatiomedeguages accessibles :
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Lemme 10 (Sous-approximation)Pour tout réseau de Pet\/ = (P, T, m,), pour
tout ensemble clos par le halit C NI”I, et pourtout > 0: R(Sous(N, C;))NU # 0
implique quePost™ (mg) N U # .

Lemme 11 (Sur-approximation) Pour tout réseaux de PetV" = (P, T, m,), pour
tout ensemble clos par le halit C NI”l, et pour touti > 0: |S(R(Sur(N, L;))) N
U = 0 implique quePost™ (mg) NU = .

Les approximation$ous(N, C;) et Sur(N, L;) peuvent étre trop grossieres pour
conclure. Cependant, sous certaines condition€'s@t L; ces approximations sont
suffisamment précises pour conclure. Plus précisémeat, sontient tous les mar-
quages qui apparaissent dans une exécution aboutistariars cette exécution ap-
paraitra également daBsus(N, C;), et R(Sous(N, C;)) aura une intersection non-
vide aved :

Lemme 12 Pour tout réseau de PetA/ = (P, T, m), pour tout ensemble clos par
le haut € NIPI : si Post™ (mg) N U # , alors3i > 0: R(Sous(N,C;)) N U # 0.

De facon symétrique, si I'ensemble des accessibles duuédedetri n'a pas
d’intersection aved/, nous avons la garantie qu’il existe un ensembletel que
1S(R(Sur(N, L;))) N U = 0. En effet, on peut montrer que tout ensemblequi
contient unensemble de couvertudel réseau analysé possede cette propriété :

Lemme 13 Pour tout réseau de Peth” = (P, T, m,), pour tout ensemble clos par le
hautU C NP : si Post* (mo)NU = §, alors3i > 0: |S(R(Sur(N, L;)))NU = 0.

L'Algorithme 5 décritEEC. Comme indiqué au début de cette section, cet algo-
rithme consiste a énumérer les sous et sur-approximatv@astester si I'une d’elles
est suffisamment précise. Les lemmes 12 et 13 garantissentigos tous les cas,
une approximation suffisamment précise sera calculée audaautemps fini. Ceci
garantit la terminaison de I'algorithme. Sa correctionvieat des lemmes 10 et 11.

Notons que, méme si la présence d'un ensemble de couveansewh des en-
semblesl; est unecondition suffisantgour assurer la terminaison dans le cas des
instances négatives, elle ne constitue pasaomelition nécessaireiinsi, EEC pour-
rait (correctement) conclure négativement mémg;sie contient pas d’ensemble de
couverture du réseau.

Exemple 5 Considérons a nouveau le réseafide la Figure 1, équipé du marquage
initial m; = (0, 1,0), et appliquonEEEC sur cet exemple. Pour = 1, la sous-
approximatiorSous(A, Cy) ne contient que le seul marquage initial, étant donné que
seulet; est activée dans ce marquage, et qu’elle crée deux jetonsgdaha sur-
approximationSur(N, L1) qu’on obtient lors de la phasgénlargeest présentée a la
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Données Un réseau de PetN = (P, T, my) etU C NI¥I clos par le haut.
Résultat: vrai si Cover (N) N U # 0, fauz sinon.
pour chaque: = 1,2, ... faire
« Expand »
| CalculerR(Sous(N, C;)) ;
« Enlarge »
| CalculerR(Sur(N, L;)) ;
« Check »
si R(Sous(N, C;)) NU # B alors
| retourner vras ;
sinon si | <(R(Sur(N, L;))) NU = { alors
| retourner fauz ;

Alg_orithme 5 : L'algorithme en avanExpand, Enlarge and Cheglour résoudre le
probléme de couverture.

/tQ\
(0,1,0) —t1 = (w,1,0) (w,0,1)
V\t?)/

Figure 4. La sur-approximatiorSur(N, L;) obtenue en appliquargEC sur le ré-
seauV de la Figure 1, avec le marquage initiah; = (0,1, 0).

Figure 4. Comme on le voit, celle-ci permet de prouver tue- 1((0,0,2)) n'est
pas accessible.

Considérons maintenant un autre marquage initial, & savair = (0,1,1). A
nouveau, la sous-approximatidous(N, Cy) ne contient que le marquage initial.
Par contre, la sur-approximatiofur(N, L, ), présentée a la Figure 5(a) permet d’at-
teindreU = 15((0, 0,2)). Il faut donc raffiner ces approximations. A I'étape- 2, on
obtient la sous-approximatidSous(N, C) telle que présentée a la Fig. 5(b). Celle-ci
permet de prouver quE est bien accessible.

7. Une combinaison des approches en avant et en arriére

Dans les deux sections précédentes, nous avons présentépigoches totale-
ment différentes pour résoudre le probleme de couvertwg@remiére, dite « en ar-
riere » consiste a calculer un point fixe basé sur 'opéraear La seconde, dite
« en avant », repose sur le calcul, a I'aide de points fixessb&s€él'opérateuPost
(ou d’'une sur-approximation deost), d’approximations des accessibles. Nous avons
également présenté, dans les sections 3 et 4 deux algosithuiealculent un en-
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(a) La sur-approximatioBur(N, L1)
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¢
\t 5™ (1,2,0)

90—

(b) La sous-approximatiofious(N, Cs)

Figure 5. Deux étapes de I'application HEC sur le réseauV de la Figure 1, avec
le marquage initiams = (0, 1, 1).

semble de couverture du réseau, et qui sont basés sur ffepdPast. Dans ce sens,
ils constituent également des méthodes « en avant ».

Comme nous l'avons déja dit, les méthodes « en avant » se atanpen général
mieux que les méthodes « en arriere » (Henzirget., 2003). Néanmoins, quand on
veut seulement résoudre un probleme de couverture le ailoukensemble de cou-
vertureest une opération trop co(iteuse qui ne se justifie pas empeatDans cette
section, nous allons donc chercher a améliorer les idéexdintes dan€EC. Son
principal inconvénient est que la séquence des approxanmtionstruites est fixée
priori. On pourrait donc s’attendre a obtenir de meilleurs résulales approxima-
tions étaient construites en fonction de la sémantique skaé

Sur la base de cette idée, nous introduisons maintenamgdiAhme 6, une nou-
velle approche inspirée de (Ganty, 2007; Cousatl., 2007). Elle consiste essentiel-
lement a construire « en avant » des approximations sugessges accessibles du
réseau. Ces approximations sont raffinées d’'une facon gqeimidu réseau analysé,
et ce a I'aide d’un point fixe « en arriére ». Cette nouvellehndé peut donc étre vue
comme une combinaison des approches « en avant » et « e atrier
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Etant donné un réseau de Petfiet un ensemble clos par le hdlit cet algo-
rithme construit en paralléle deux séquences d’approxmsi{.F;);>o et (5;):>o-
La premiére séquence est constituée de sur-approximat®Rsst® (mg) : Vi >
0: Post® (mg) C |¥(F;). La seconde séquendd;);>o est constituée de sous-
approximations de plus en plus précisesfde” (U) : Vi > 0 : B;11 2 B; etB; C
Pre* (U'). On voit donc que cet algorithme est bien une combinaisoragpsoches
«en avant» et « en arriére ».

Les constructions de ces deux séquences sont intimemest N@us expliquons
maintenant plus en détails ces constructions, ainsi quaglenfdont ces séquences
sont utilisées pour décider le probléme de couverture :

1) Les sur-approximations; des accessibles, calculées par la premiéere séquence,
sont construites de maniére similaire a ce qui est fait d#6S. Considérons l'ité-
rationi, et supposons que nous disposions, pour chaque platane borneB; (la
maniére dont ces bornes sont calculées dépend de la séqukhcs, et sera ex-
pliquée dans la suite). Remarquons que les bornes peuveiftécer d'une place a
I'autre, alors que, dans le caseEC, on fixait & chaque itération une borne unique
valable pour toutes les places. Une fois ces bornes fixéashtient F;, en calculant
I'ensemble des marquages accessibles du résgaet en remplagant, dans chaque
w-marquagem calculé, chaque coordonnée(p) > Bj, parw. On obtient donc un
ensembldini d'w-marquages, dont la cl6ture par le bas est bien une sur-appation
dePost™ (my). Ce calcul correspond au point fixe de la ligne 3 de I'algonigh

A chaque étapg la sur-approximatiotF; peut servir a détecter tant des instances
négativesjue des instancgmsitivesdu probléme de couverture.

En ce qui concerne les instancesgativesil est facile de voir que, pour tout
ensemble de marquagéstel queU C E C Pre* (U) : [S(F;) N E = 0, implique
quePost™ (mo)NU = . C’est vrai en particulier si on prerfd = B;, puisque chague
itéré de la séquendd;);> est une sous-approximation &ee* (U) qui contientl/
(ligne 5).

Par ailleurs,F; nous permet de détecter des instangesitivesgrace a la pro-
priété suivante : s'il existen € F; tel quem(p) # w pour toute place, alors nous
sommes certains galicune approximatiom’'a été effectuée le long de I'exécution
qui va demy a m. Donc, si nous détectons un tel marquagequi est aussi dans
une sous-approximatioi; de Pre® (U'), nous pouvons conclure positivement. Dans
I'algorithme, c’est la fonctiorConcrete qui permet de détecter lasmarquages qui
sont des marquages ordinaires (ligne 4).

2) La séquencéB;);>( est une sous-séquence de la séquence des itérés du point
fixe uX. U UPre (X), que I'on avait déja exploité dans I'algorithme « en arriern
sait donc déja que cette séquence converge, en un tempefsire” (U).

Cette séquence est également utilisée pour détecter dmsdagpositivesetnéga-
tivesdu probleme de couverture, comme nous I'avons déja expdigudint précédent
(voir lignes 4 et 5). De plus, a chaque étapkes bornesB; qui permettent d’obtenir
F:, sont calculées a partir d&, de la fagon suivante. On considére tous les marquages
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m qui apparaissent dans les éléments minimislinc™ (3;) et, pour chaque plage

la borneB;, est définie comme le maximum das(p). On est ainsi assuré de pouvoir
représenter de facqrécisetoutes les exécutions qui accédent a un élément minimal
de B; en ne visitant que des marquages au-dehoi$;de

Afin de garantir que les borngs), sont raffinées a chaque étapes; est calculé
en fonction deB;_; en appliquant 'opérateUPre, soit jusqu’a ce qu’on obtienne
un nouvel ensemble clos par le haut qui modifie les valeurdbdases, soit jusqu’a
stabilité (cela signifie qu'on a calcul&e™ (U)). L'opérateurPre peut étre appliqué
plusieurs fois & chaque étapececi explique que la séquengs;);>( est unesous-
séquencele celle calculée par I'algorithme en arriére (lignes 6 a 11)

Avant de prouver la correction de I'Algorithme 6, nous défgains les fonctions
qu'il utilise :
—Bound: 2V NIPI est utilisée dans I'algorithme pour définir une borne su-

périeure sur le nombre de jetons pour chaque place du rdsssalbiornes sont définies
en fonction des éléments minimaux d’'un ensemble clos paauelhde la fagon sui-

vante : pour toute plage € P, Bound(U)(p) = max ({m(p) | m € Min< (U)}),

—Widen[f]: (N U {w})IP! — (N U {w})!I”! est paramétrée par une fonction
f: P — N et définie comme suit. Pour toutmarquagem, Widen[f](m) est un
nouvelw-marquage tel que :

Vp € P: Widen[f](m)(p) = { zl(p) :rfgr(wp) < f(p)

La fonction Widen est étendue de facon naturelle aux ensemblesntarquages :
Widen[f](S) = {Widen[f](m) | m € S},

— Post[f]: 20A«H! , oMU{wh™ st paramétrée par une fonctipn P — N.
Elle peut étre vue comme UPost approximé, et est définie comme suit : pour tout
ensembleS d'w-marquageRost[f] (S) = Widen][f](Post (.5)).

— Concrete: (NU {w})Pl = {vrai, fauz}. Cette fonction permet de savoir si un

w-marquagen contientdes (ce qui permet de détecter des instances positives). Pour
tout marquagen : Concrete (m) = vrai sSiVp € P: m(p) # w.

Comme cet algorithme n’a pas encore été présenté danstatitte, nous donnons
les preuves de correction et de terminaison en détail.

Commengons par montrer que les points fixes baséRstisont calculables :
Lemme 14 Dans I'Algorithme 6, a I'itération, F; existe et est calculable.

Preuve. Remarquons qu@);t[Bound (B;)], définie comme la composition des deux
fonctions monotonePost et Widen, est une fonction monotone. On peut deés lors
appliquer le théoreme de Knaster—Tarski (Tarski, 1955)agsure I'existence dg;.
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Données Un réseau de PetN = (P, T, my) etU C NI¥I clos par le haut.
Résultat: vrai si Cover (N) N U # 0, fauz sinon.
BO =U X
pour chaque: = 0,1, ... faire
F; := pX. {mg} U Post[Bound (B;)] (X) ;
sidm € F; t.q. Concrete (m) A m € B; alors retourner vrai ;
si |S(F;) N B; = 0 alors retourner faur ;
7 =0,Rg:= B;;
répéter
Jjr=a+1
R;=Rj—1 U Pre (ijl) ;
jusqu’a Bound (R;) # Bound (R;—1) OUR; C R;_1 ;
11 Bi+1 = Rj )
Algorithme 6 : L'algorithme qui combine les approches en avant et enrarpgéur
résoudre le probleme de couverture.

© 00 N o o b~ W N PP
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Remarquons ensuite que les foncti®ast etWiden[Bound (1;)] sont calculables.
Par ailleurs, le co-domaine de la fonctiBast[Bound (5;)] est fini. Des lors, le point
fixe F; défini par la séquendeX;);>o telle queX, = @ et pourtoutj > 1: X, =
{myo} U Post[Bound (B;)] (X;) est calculable. O

Montrons ensuite que les séquences d’approximationsaesydien les proprié-

tés que nous avons introduites ci-dessus. Nous prouvohsrd@ue les points fixes
F; sont bien des sur-approximations des accessibles.

Lemme 15 Dans I'Algorithme 6, a l'itération, Post™ (mg) C | S(F).

Preuve. Observons d'abord quePost® (mg) = pX.{my} U Post(X)
et que, a létapei, F7; = uX.{mo} U Post[Bound (5;)] (X). Nous al-
lons donc prouver le lemme en établissant qu&.{m,} U Post(X) C
ﬁ(ux. {mo} U Post[Bound (5;)] (X)).

Pour ce faire, considérons les séquer(Ceés) ;>o et (Y;),>0 qui convergent res-
pectivement verdost™ (mg) et F; et qui sont définies comme suitX, = 0,
pour tout; > 1: X;41 = {mo} U Post(X;); Y, = 0 et pour toutj > 1 :
Y;+1 = {mg} U Post[Bound (5;)] (Y;).

Prouvons maintenant par induction guiqueX; C |<(Y;), pour toutj > 0, ce
qui établit queuX. {mo} U Post (X) C ﬁ(ﬂx. {mo} U Post[Bound (5;)] (X)).

Case de baseTrivial par définition deX et Y.
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Cas inductif.
1¥(¥541) = 1% ({mo} U Post[Bound (8,)] (Y;) ) 2]
— 1%({mo}) U |¥(Post[Bound (B,)] (1)) 3]
= 15({mo}) U 1< (Post[Bound (8,)] (15(¥;))) [4]
2 1¥({mo}) U |3 (Post[Bound (8))] (x,)) 5]
D {mg} U Post (X;) (6]
X 7]

[2] est la définition d’un itéré. Ensuite, on passe de [3] @i monotonie des réseaux
de Petri; de [4] & [5] par hyp. d’'induction et monotonieRist[Bound (B;)] ; de [5]
a[6] carPost (X) C ﬁ(ﬁo?t[sound (B)] (X)) et de [6] & [7] par déf. d&, ;. O

Montrons maintenant qu’'on peut utiliser les marquages € F; tels que
Concrete (m) = wvrai pour détecter des instancegsitives Pour ce faire, nous éta-
blissons que ces marquages font partie des accessiblesewréonsidéré :

Lemme 16 Dans I'Algorithme 6, a l'itérationi, pour tout marquagen € F; : si
Concrete (m) = vrai, alorsm € Post™ (my).

Preuve. Considérons la séquenc¥;),>o définie comme suit ¥; = 0 et, pour
toutj > 1:Y;41 = {mg} U P/o;t[Bound (B;)] (Y;). Cette séquence converge vers
pX. {mo} U P/o;t[Bound (B;)] (X) = F;. Montrons maintenant, par induction sur
J, que pour toutj > 0: m € Y; et Concrete (m) = wvrai impliqguent quem €
Post™ (my).

Cas de baseTrivial commeY, = 0.

Cas Inductif. Par hypothése d’'induction on sait quensi € Y; et Concrete (m)
alorsm € Post™ (mg). Considérons quen € Y;.; et Concrete (m) = wvrai.

Cela signifie quem € {mg} U P/o;t[Bound (B:)] (Y;) par définition de(Y;);>o.
Donc, soitm € {mg} etm € Post” (my); soitm € Post[Bound (B;)] (Y;) =
Widen[Bound (B;)](Post (Y;)) par définition dePost. CommeConcrete (m) = vrai,

on trouve qu'il existan’ € Y; tel queConcrete (m’) = vrai et tel quem’ — m. De
1&, m € Post™ (mg) par hypothése d’'induction. O

Nous pouvons maintenant prouver 'adéquation de I'alparé : s'il retournerai,
alors I'ensemble clos par le halitest bien accessible.

Proposition 2 Si I'Algorithme 6 retournesrai, alors Post™ (mg) N U # 0.
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Preuve. Supposons que l'algorithme termine a l'itération

L'algorithme retournerai

< Jm € F;: Concrete (m) Am € B; ligne 4
= Jm € Post™ (my) : m € B; Lemme 16
= Jm € Post™ (my) : m € Pre* (U) B; C Pre* (U), Lemme 8
& Post” (mo) N Pre” (U) # 0
& Post™ (mo) NU # 0 sémantPost™ (my) etPre* (U)

g

Pour établir la correction de I'algorithme nous devons eaocoontrer sa complétude :
Proposition 3 Si I'Algorithme 6 retourngauz, alors Post™ (mg) N U = 0.

Preuve. Supposons que I'algorithme termine a l'itératiorLa ligne 5 montre que
I'algorithme retournefauz ssi |~(F;) N B; = 0. Par le Lemme 15 on conclut que
Post™ (mg) N B; = (; et de la quéPost™ (mg) N U = () par le Lemme 8. O

Pour finir, nous prouvons la terminaison de l'algorithmeuiPcela, nous avons
besoin du lemme technique suivant.

Lemme 17 Soit un ensembl& de marquages qui est clos par le haut et soituwn
marquagem tel que|~(m)NU = (. Nous avons que~(Widen[Bound (U)](m)) N
U =0.

Preuve. La preuve exploite le fait que, pour tout ensemble clos pahndet U,
T<(Min< (U)) ~U.

1fm)NU =10 hypothése

& Vmy € Min™ (U) : my £ m 18U)=U

& Ymy € Min™ (U) 3p: m(p) < my(p) def. de<

= Vmy € Min™ (U) 3p: Widen[Bound (U)](m)(p) < my(p) def.Bound

= Vmy € Min™ (U) : my £ Widen[Bound (U)](m) def. de<

= | S(Widen[Bound (U)](m))NU =0 SU)=U
O

Proposition 4 Pour tout réseau de PetV = (P, T, m,) et tout ensemble clos par le
hautU C NI”I, 'Algorithme 6 a une exécution finie.
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Preuve. Supposons que la proposition est fausse et qu'il existe searéde Peti

et un ensemble clos par le hddpour lesquels I'Algorithme 6 ne termine pas. Notons
gue chaque itération de la boucle principale prend un temp&f effet, chaque étape
de la boucle est exécutée en un temps fini. Le Lemme 14 assere goint fixe de

la ligne 3 est calculable en un temps fini. La boucle de la lighest similaire a la
boucle principale de I'Algorithme 4. Pour cette raison,deguments de terminaison
sont les mémes. En particulier, les ensemiRgssont toujours par construction des
ensembles clos par le haut (d’aprés les lignes 1,6-11) gigsant a chaque itération
de la boucle (ligne 9). Par le Lemme 7, on est assuré qu’aprasmbre d'itérations
fini on a bien ques; C B;_;.

Dong, si I'algorithme ne termine pas, c'est nécessairemarte qu’il exécute un
nombre infini d’itérations de la boucle principale. Le LemBenontre qu’aprés un
nombre finik d'itérations on obtiens3;, = Pre™ (U). Nous montrons maintenant que
I'algorithme doit nécessairement terminer.

On considére deux ca®ost™ (mg) NU = () ou non. Pour le premier cas, comme
By est clos par le haut et est un point fixe pour la fonctfgi’) = U U Pre (X) on
trouve que| < (Post (B;)) C By, ou By, est le complément dB;.. De la, on déduit :

vm € (NUw)IP!: |S(m) C By = |S(Post (m)) C By, . [8]

Pour tout ensembl&, on a queX NB;, = () si et seulement sk C By,. En appliquant
le Lemme 17 & [8], on trouve que pour taeHmarquagean

1¥(m) C By, = |S(Widen[Bound (Bi)](Post (m))) C By,

est équivalent a
|(m) C By = ﬁ(ﬁo?t[sound (By)] (m)) CBr .

Par hypothese, on sait qife = Pre* (U) etPost™ (mg)NU = (}, donc quan, €
By.. Donc, par le théoréme de Knaster—Tarski (Tarski, 1955%ainque I'algorithme
calcule a la ligne 3 un point fixe tel qUe'(Fx) C B, et donc que =(Fi) N By, = 0.
Ceciimplique que le test de la ligne 5 est vérifié et I'aldurie termine en retournant
fauz.
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Considérons maintenant le second csst™ (mg)NU # (). Remarquons d’abord
queConcrete (mg) = vrai. Ensuite,

Post™ (mg) NU # hypothése
< my € Pre® (U) sémantique dBost™ (my)
&S mg € By By = Pre* (U)
< my € By A Concrete (my) Concrete (mg) = vrai
= Jm € Fy, : Concrete (m) Am € B mg € Fj, voir ligne 3
= L'algorithme retournerai a l'itérationk test, ligne 4
0

En combinant les propositions 2, 3 et 4, nous obtenons leréh@&2. Nous pou-
vons donc conclure :

Théoréme 2 Pour tout réseau de Pet/ = (P, T, m,) et tout ensemble clos par le
hautU, I'Algorithme 6 termine toujours et répondai ssiPost” (mg) N U # (.

Pour terminer cette section, notons que nous avons voleniant gardé la pré-
sentation de cet algorithme (et de ceux qui précédent) la giaple possible. En
particulier, I'Algorithme 6 n’utilise pas I'informationalculée lors des itérations pré-
cédentes pour réduire le calcul des points fixes comme daast{G007; Cousot
et al,, 2007). De nombreuses autres heuristiques peuvent égaléine appliquées.
Elles font I'objet de la prochaine section.

8. Heuristiques

Les algorithmes que nous avons présentés dans les seaéogsipntes permettent
de résoudre le probléeme de couverture de facon efficace.n\g@asg, afin d’implé-
menter ces algorithmes de facon a ce qu’ils soient aussaeff&cque possible dans
les cas pratique, il est souvent nécessaire de recourifé@etifes heuristiques. Dans
cette section, nous présentons un survol de la littérattgseptant de telles heuris-
tiques, et ceci, afin de bien montrer que ces techniques Emgntation apportent
un gain appréciable au niveau des performances, et ne sonpds a négliger. Nous
renvoyons le lecteur intéressé aux articles originaux ptug de détails.

8.1. Structures de données symboliques

Dans (Van Begin, 2003; Delzanmbal., 2004), les auteurs ont présenté une struc-
ture de données, appel€evering Sharing Tree(CST), qui permet de représenter et

5. voir aussi (Delzannet al,, 2006) pour une extension
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de manipuler les ensembles clos par le haut et par le ba8TInreprésente, de fagon
compacteles marquages minimaux d’'un ensemble clos par le haut onsengble de
couverture d’'un ensemble clos par le bas. Un exempeRiEest donné a la Figure 6.

Figure 6. Un exemple d€ST qui représente I'ensemble clos par le hdlgrace a
son générateur minimallin~ (U/) = {(0,0,0,0,2), (0,0,0,1, 1), (0,0,0,2,0)}

D’autres structures de données symboliques existent parésenter des en-
sembles de marquages. Laéépliages de réseaux de Petm sont un exemple. Ces
derniers ont été initialement définis pour des réseaux de B@inés (Esparzat
al., 1996), mais dans (Abdullet al, 2000), I'utilisation des dépliages de réseaux de
Petri est étendue aux réseaux de Petri non-bornés. lIs leosigilisés comme struc-
ture de données symbolique pour calcies™ (U) (voire Section 5). Les algorithmes
de construction des dépliages ont la particularité d’atgaida concurrence du réseau
de Petri analysé.

8.2. Utilisation des invariants de place

Dans (Delzannet al, 2004), les auteurs montrent commentiesriants de place
(Silvaet al, 1998) du réseau de Petri considéré peuvent étre utiliséisrgduire les
ensemblefR; calculés par I'Algorithme 4. Un invariant de place est unetcainte li-
néaire qui caractérise une sur-approximation des margusgessibles du réseau. La
technique développée dans (Delzaenal,, 2004) consiste a supprimer des ensembles
R; des marquages qui ne satisfont aucun invariant du réseau.

8.3. Utilisation d’abstractions pour réduire la dimension desigembles manipulés

Lefficacité des solutions algorithmiques au probléme daveoture décroit avec
I'augmentation de la taille des réseaux de Petri considéés méthodes proposent
de définir, a partir d'un réseal(, un réseauV plus petittel que I'accessibilité d'un
ensemble clos par le haut dakSpeut étre résolue en analysant

Dans, (Gantyet al,, 2007), les auteurs définissent une telle méthode. Etamtédon
un réseauV, appelé réseaaoncret cette méthode consiste dusionner des en-
sembles de places d€, ce qui aboutit & la construction du résesastrait N (plus
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petit) ou chaque place de correspond a un ensemble de placesdeéPar exemple,
si N posséde les placd®:, p2, ps, ps} €t que la partitiod {p1, p2}, {ps, p4} } décrit
la fusion de places, alor§” posséde deux places et le marquégd, 1,1) de N est
représenté par le marquagi 2) de .

Dans ce cas, I'ensemble des accessible@deprésente ungur-approximatiorde
I'ensemble des accessibles. e Si cette sur-approximation est suffisamment précise,
elle peut étre concluante sinon I'analyse doit étre raffi@efixe alors une partition
plus fine des places d¥ et on construit un nouveal. Le choix de la partition est
guidé par lasémantiquele /.

D’autres travaux permettent de réduire la taille des réseauwse basant sur leur
syntaxe, et consiste essentiellement a remplacer desrésesux par d'autres plus
petits (voir par exemple (Berthelet al,, 1975)).

Toutes les heuristiques présentées dans cette sectionasritémeur intérét en
pratique et leur utilisation permet d’analyser des résemuRetri complexes de plus
de 50 places.

9. Résultats expérimentaux

Nous avons implanté le nouvel algorithme (Algorithme 6)seréé dans la Sec-
tion 7 ainsi qUeEEEC (Section 6) et I'Algorithme 4 (en arriere) de la Section 5slan
un prototype qui utilise la structure de données@g&3 (Van Begin, 2003) pour ma-
nipuler des ensembles clos par le haut et par le bas. Aucuaudes heuristiques
discutées a la Section 8 n’a été utilisée. Les résultats que avons obtenus sont
rapportés au Tableau 1. La comparaison entre les tempsodigxe rapportés dans
la colonneArriere et les colonne€ombi et EEC est a relativiser dans le sens ou
les implantations d&EEC et du nouvel algorithme dans notre prototype sont assez
naives. Par exemple, les techniques proposées dans (@setaé, 2005) permettent
de réduire les temps d’exécution HEC (et de I'Algorithme 6) de fagcon dramatique
mais n’ont pas été implantées dans notre prototype. Sunfmpides exemples, I'Al-
gorithme 6 qui combine les techniquers avanteten arrierese comporte mieux que
I'algorithme EEC. De plus, les résultats expérimentaux donnés dans (Geeeter
al., 2005) montrent quEEC se comporte avantageusement par rapport au calcul de
Pre* (U) lorsqu'’il estimplenté de fagon efficace. Les résultats dsrdans le Tableau
1 montrent donc I'intérét de I'Algorithme 6.

Tous les exemples sont des instances négatives, c’est-antk 'ensemble clos
par le haut n'est pas accessible a partir du marquage jretiakeptés les exemples
kanbanet pncsa Dans ce dernier exemple, I'Algorithme 6 effectue cing reffnents
alors que la propriété est rapidement trouvée par I'algo@EEC lors de la premiére
itération (c’est-a-dire en n’utilisant que desmarquages dont les coordonnées $ont
1 ouw).
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| Examples | Places| Trans. | Combi. | EEC | Arrigre |
Basic ME | 5 4 <0,01s | <0,01s <0,01s
MultiME | 12 11 <0,01s | <0,01s <0,01s
CSM 15 13 0,06s 0,06s 0,06s
multipoll | 18 21 9,4s 19,2s 1,63s
fms 22 20 8,4s >60min | 4,5s
kanban 16 16 125,6s | >60min | 28min30s
mesh2x2 | 32 32 57,6s 17min29s| 0,6s
pncsa 31 36 0,7s 0,2s 6,8s

Tableau 1. Tableau de résultat$laces. nombre de placedrans. : nombre de tran-
sitions,Combi. : temps d’exécution de 'Algorithme &EC : temps d’exécution de
EEC (Algorithme 5) Arriere : temps d’exécution de I'Algorithme 4. Les temps d’exé-
cutions ont été obtenus sur Umel Xeon 3Ghz.

10. Travaux connexes

Nous terminons cet article en mentionnant d'autres résulfai sont, de prés ou
de loin, liés au calcul de I'ensemble de couverture des vésda Petri, et que, par
manque de place, nous n'avons pas pu présenter en détailetassctions précé-
dentes. Plus précisément, nous commencons par rappalgeiment d’autres tech-
niques pour résoudre le probléme de couverture, puis nauslabs différents mo-
deéles qui généralisent les réseaux de Petri, et au sujetieledg probléeme de couver-
ture (ou un probléme similaire) a également été étudié.

10.1. Autres techniques pour résoudre le probleme de couverture

Commencgons par mentionner I'existence de technigtrasturellesqui se basent
sur la structure du réseau pour décider le probleme de comgest qui ne sont; elle
ne sont en général pas complétes. Dans (8ileh, 1998) et plus recemment dar®y,(
des invariants sont générés automatiquement. Ceux-eippreximent 'ensemble de
marquages accessibles d'un réseau de Petri et permettal#ictler dans certains
cas que des ensembles de marquages (clos par le haut) nasaucegssibles. Dans
(Esparzaet al., 2000), des techniques de programmation linéaire en nawntiers
sont utilisées pour décider le probleme de couverture. Cemiams le cas de I'uti-
lisation d’invariants, ces techniques permettent de eoeallans certains cas qu’un
ensemble de marquages n’est pas accessible.

10.2. Généralisation des réseaux de Petri

Une grande attention a été donnée a des classes de modélezmiessives que les
réseaux de Petri, comme les automates qui manipulent dggteors (Minsky, 1967).
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Ces automates sont aussi expressifs que les machines dg €tifa vérification de

nombreuses propriétés sur ceux-ci, comme I'accessitilittensemble semi-linéaire
de configurations (une généralisation du probléeme de ctwegdr est en général in-
décidable.

Dans (Boigelot, 1999), une structure de données basée sautemates finis,
appeléeNumber Decision Diagram@\NDD), est proposée pour représenter des en-
sembles semi-linéaires de configurations d’automates @isars. Dans (Boigelot,
1999; Bardinet al, 2004), des semi-algorithmes manipulant 883D sont définis
afin de construire I'ensemble des configurations accessiblen automate a comp-
teurs a partir d’'un ensemble semi-linéaire de configuratioitiales.

Des extensions de réseaux de Petri ont été étudiées dandréedmla résolu-
tion du probléme de couverture. Le résultat principal deddilaet al., 1996) permet
de conclure que le probléeme de couverture est décidabletpates les extensions
monotones des réseaux de Petri. Dans (Van Begin, 2003; ivelzd al, 2002), des
techniques sont développées pour obtenir un algorithmeae#fien pratique pour ré-
soudre le probléme de couverture pour des extensions daeuréde Petri permettant
de décrire des programmaeuullti-threads Dans (Ciardo, 1994), la technique des in-
variants de places de (Siha al, 1998) est généralisée aaglf-modifying netsune
large extension des réseaux de Petri.

Les réseaux de Petri ont également été étudiés dans le cadaetkiéorie des
jeux. Dans (Raskiet al, 2005), des résultats montrent que la plupart des problémes
deviennentindécidables sur les réseaux de Petri lorsgajonte un deuxiéme joueur.
Les auteurs donnent aussi des résultats de décidabilitdgoprobleme de couverture
en présence de deux joueurs pour une classe particulieéseaux de Petri.
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