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Organisation pratique du cours :

Rérences Introductiona la calculabilg,
Pierre Wolper, InterEditions, 1991.

Computational Complexity, Christos H.
Papadimitriou, Addison Wesley, 1994.

Computers and Intractability - A Guide
to the Theory of NP-Completeness, M.
R. Garey and D. S. Johnson, Editor:
W.H. Freeman and Compagny, 1979.

Introduction to the theory of computa-
tion. Michael Sipser, PWS Publishing
Compagny, 1997.

Il est fortement recommane de se pro-
curer la premere eérence, et de consulter
les deux autres !!!

Magriel Les slides utilies lors des cours seront
disponibles sur la page web du cours.



Plan du cours

Introduction - Motivations

Notions de probémes et d'algorithmes

Cardinalié des ensembles - Diagonale de
Cantor

Moeles de calcul

{ les machines de Turing

{ les fonctions ecursives

{ (le lambda calcul)

Equivalences des moales de calcul et tlese
de Church



In@cidabilie - Zcidabilie

Complexié

{ complexi en temps et en espace
{ eduction

{ intractabilie

{ P versus NP

Compément de complexi¢ (en option)
{ calculs parakles
{ espace logarithmique

{ espace polynomiale



Introduction et motivations ()

Dans derentes branches de la science, il y a
des esultatsa la vue desquels nous pouvons
tout de suite conclure que certaines petendues
Inventions sont impossibles :

un moteur qui ne consomme pas cnergie
ba® sur le principe du mouvement pergtuel
(en contradiction avec les lois fondamen-
tales de la physique);

un chau age evolutionaire fournissant de
la chaleur et qui ne consomme pas denergie.

Il est inéressant de noter que pour efuter de
telles inventions, il est inutile cétudier ces in-
ventions en etails pour y trouver une faille.
Nous pouvons les rejetera priori.



Introduction et motivations (l1)

En est-il de m@me pour certains projets en in-
formatique. Y a-t-il des limitesa ce que nous
pouvons faire avec un ordinateur, des limitesa
ce gue nous pouvons calculer ?

C'est en eet, le cas : tout n'est pas calcu-
lable ! Dans ce cours, nous allons essayer de
comprendre les limites de l'informatique :

nous verrons gu'il existe, en e et, des pro-
bémes qui n'ont pas une solution algorith-
mique.

nous verronsegalement que certains probe-
mes n'ont pas de solutions satisfaisantes en
terme d'e cacie.



Introduction et motivations (l11)

Quand un informaticien tente esoudre un probéme
et qu'il ne parvient pasa esoudre ce probéme,
Il adopte @mrralement deux attitudes :

(version optimiste) il se dit : \je pense que
je suis proche de eussir, je vais corriger
guelgues etails et ajouter les derniers cas
gue mon algorithme ne consiere pas";

(version plus ealiste) il se dit : \je suis
parti sur de mauvaises bases, je vais recom-
mencera ero..."



Introduction et motivations (I11)

Apes avoir suivi ce cours, ce mdme informati-
cien se rendra peutétre compte que :

le probdme qu'il est ceng esoudre est in-
soluble algorithmiqguement : il n'existe au-
cun algorithme qui peut le esoudre et il
n'en existera jamais !

Avouez qu'll est ineressant de se rendre compte
de ce pnonene !



Introduction et motivations (1V)

Il y a une autre situation @ le cours de calcu-
labilié et complixié vous sera tes utile:

Patron : vu la hausse des prix du trole,
nous ne pouvons plus gaspiller ' Je veux
gue tous nos repesentants de commerce
se @placent optimalement : \plus 1km de
trop """ Mais il ne faut pas non plus perdre
du tempsa la plani cation ! Faites-moi un
programme qui calculera le circuit optimal
pour nos repesentants chaque matin !

Vous : bien patron...




Introduction et motivations (IV)

Deux situations sont possibles : (i) vous avez
malheureusement renonea suivre le cours de
calculabilie et complexig, (i) vous avez suivi
le cours de calculabilie et complexié.



Introduction et motivations (1V)

Situation (i) : apes trois semaines de travalil
a la recherche d'un algorithme e cace pour
esoudre le probtme de votre patron, vous
vous esignez a aller le trouver pour admet-
tre que vous étes certainement trop stupide et
gue vous n'arrivez pasa esoudre son probéme
de manere e cace (les seuls algorithmes gque
VOous avez troues ne terminent pas en une
jourrre méme sur la machine la plus rapide de
la compagnie...) Votre patron perd son calme
et vous licencie !




Introduction et motivations (1V)

Situation (ii) : vous commenceza travailler sur

le probdme et vous vous rendez compte que les
seules solutions que vous trouvez enunerent
chaque circuit possible (le probdme c'est qu'il

y en a un nombre exponentiel), aucune des
heuristiques auquelles vous avez peng ne marche
pas dans tous les cas ! Et &, vous vous rap-
pelez le bon vieux temps : quand vous étiez
etudiant..., et le cours de calculabilie et com-
plexie que vous avez suivi !
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Introduction et motivations (1V)

Conant , vous allez dans le bureau de votre
patron et vous lui dites que le probéme n'est
pas soluble e cacement et qu'il fait partie des
probémes NP-Complet, et donc que votre pa-
tron devra se contenter d'une approximation
du circuit le plus court !

Normalement, votre patron vous é¢licitera (de
ne pas avoir chercle en vain une solution ef-
cace et exacte au probéme, recherche quia
coups ¢ aurait due le reste de votre carrere)
et vous obtiendrez une promotion !!!
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Introduction et motivations (V)

Si votre patron persiste dans son obstination,
vous faites @ ler dans son bureau tous les in-
formaticiens qui ont @ essag de esoudre
e cacement un probdme NP-Complet et qui
n'y sont jamais parvenus !
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Notions de probleme et d'algorithme (1)
Qu'est-ce qu'un prol@me ?

Commercons par donner quelques exemples de
probémes :

@terminer si un nombre naturel n est pair
ou impair ;

calculer le PGCD de deux nombres naturels
m et n;

etant donme un graph G et deux sommets
m et n de ce graphe, @&terminer si il ex-
Iste un chemin menant de ma n dans ce
graphe;
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Notions de probleme et d'algorithme (1)
Qu'est-ce qu'un proldme ?

etant don® une proedure Pascal, et un
vecteur de valeurs pour les paranetres \in-

put" de la proedure, @&terminer si la pro-
e@dure termine sur ces valeurs \input” ( pro-
béme de l'arét ).
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Notions de prolme et d'algorithme (Il)
Qu'est-ce qu'un proldme ?

Quelles sont les caraceristiques d'un probéme?

un probéme est une question \@merique",
c'esta-dire qu'un probéme contient des
paranetres ou variables libres. Lorsque I'on
attribue une valeura ces variables libres on
obtient une instance du probéme;

un probéme existe inépendement de toute
solution ou de la notion de programme pour
le esoudre;

un probéme peut avoir plusieurs solutions,
plusieurs algorithmes dierents peuvent e-
soudre le m&@me probéme.

15



Notions de proldme et d'algorithme (Il)
Qu'est-ce qu'un proldme ?

Nous nous inéresseronsa une classe sgciale
de probtmes : les probémes de @cision

Un probéme est dit de @cision si la eponse
aux instances du probéme est soit oui soit
non .

Exemples :

[2terminer si oui ou non un nombre entier
n est pair est un probéme de @cision;

Par contre @&terminer la longueur minimale
du circuit qui passe par tous les sommets
d'un graphe n'est pas un probdéme de @cision.
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Notions de proldme et d'algorithme (Il)
Qu'est-ce qu'un prol@me ?

La classe des probémes de @cision est limiee

mais su sante pour illustrer les notions qui

nous inkressent. Pour ne pas surcharger (inu-
tilement) la formalisation, nous nous limiterons

la plus part du temps aux probémes de @&cision.
Les techniques que nous allons etudier sont
@rralisables aux autres probémes.

Nous verronsegalement que, par exemple, la
plupart des probémes d'optimisation sont &quivalents
(pour une notion céquivalence gque nous peciserons
plus tard)a des probémes de ecision.
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Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Qu'est-ce qu'un algorithme

Maintenant que nous avons une iee intuitive
et pecise de ce qu'est un probdme essayons
de peciser quelque peu la notion d'algorithme
(ou encore de programme).

Derrere la notion d'algorithme se trouve la no-
tion de proedure e ective pour esoudre un
probéme (toutes les instances d'un probéme).

Un programme Pascal est une proedure ef-
fective. Pourquoi ? Le code Pascal peutétre
compié et ensuite execue \ necaniguement
par le processeur. Une autre caraceristique es-
sentielle d'une proedure e ective est qu'elle
contient exactement la marchea suivre pour
esoudre le probéme et qu'aucune @cision sup-
pémentaire ne doitétre prise lors de I'execution

de la proedure.
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Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Qu'est-ce qu'un algorithme

Voici un exemple d'une proedure qui n'est pas
e ective pour esoudre le probéme de l'arrét :

[2terminez si le programme n'a pas de
boucle innies ou d'appels ecursifs
In nis.

Il est clair que cette solution n'est pas e ective

. rien n'est dit au sujet de comment a@tecter

les boucles in nies ou les appels ecursifs in -
nis. Notons que nousetablirons dans la suite
de ce cours gu'il n'existe aucune proedure ef-
fective pour esoudre le probéme de l'arrét.
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Notions de prolme et d'algorithme (1I)
Qu'est-ce qu'un algorithme

Dans la suite, nous aurions pu utiliser la no-
tion d'algorithmes ecrits dans un langage de

programmation usuel pour formaliser la notion

de proedure e ective.

Nous ne choisirons pas cette option car elle
serait trop lourde. En e et, pour qu'un pro-
grammeecrit dans un langage usuel (comme
Pascal) soit une proedure e ective, il faut que

le programme soit compeg.
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Notions de proldme et d'algorithme (ll)
Qu'est-ce qu'un algorithme

Cette indirection complique la formalisation.
Poureviter cetteetape de \compilation”, nous
adopterons des langages de programmation pri-
mitifs qui ont une forme tellement simple que
leur proedure d'interpetation (comment les
excuter) est imnediate. Nous etudirons en
particulier le formalisme de la machine de Tur-

ing .

Attention . pour gu'une proedure soit con-
sigéee comme e ective pour esoudre un probeéme,

Il faut que celle-ci se termine  sur toutes les in-
stances du probéme.
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Notions de proldme et d'algorithme (ll)
Formalisation de la notion de prol@me

Si un probéme doitétre esolu par une proedure

e ective, il est naturel que les instances du
probémes soient accessiblesa la proedure ef-
fective. Pour cela, nous avons besoin d'un
encodage des instances du probtme. Cet
encodage doit pouvoir étre manipueé par la
proedure e ective.

Si nous ecrivions nos proedures e ectivesa
l'aide d'un langage de programmation usuel,
nous encoderions les instances de probémes
a l'aide d'entiers, de ®quences d'entiers, de
chanes de caracgres, ...
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Notions de prolme et d'algorithme (ll)
Formalisation de la notion de prol@me

Ici, nous adopterons un point de vue un peu
plus abstrait et consi@rerons seulement des
chahes de caraceres sur un alphabet ni.

Remarque : |l estevident que cela est su -
Isant : en e et, de toutes faons tout est tou-
jours ramem d'une facon ou d'une autrea des
chahes de O et de 1.
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Notions de prolme et d'algorithme (ll)
Formalisation de la notion de prol@me
Quelques @ nitions

Un alphabet est un ensemble ni de symboles,
dans la suite nous utiliserons , 1, 2. pour
@signer des alphabets.

Quelques exemples d'alphabets . = fa;b;c;dg,
= 10;19, = ] ;}i~5+9, ..

Notons que la caracgristique importante d'un
alphabet est son nombre d&ments et non
pas les symboles particuliers qui le composent
(ces symboles n'ont aucune interpetation).
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Notions de prolme et d'algorithme (1I)
Formalisation de la notion de prol@me
Quelques @ nitions

Un mot sur estune gquence nie caédments
de .

Par exemple : ababcdcdabcdest un mot sur =
fa;b;c;dg.

La longueur d'un mot est le nombre de sym-
boles qu'il contient.

Par exemple : la longueur de la quence W =
ababcdcdabcd est 12, on notera cela long(w).
On utiliseraegalement la notation w(i) pour

@énoter le i® symbole du mot w, et pour
@noter un mot vide (de longueur nulle)..
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Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Formalisation de la notion de prol®me

On appelera fonction d'encodage la fonction
qui transforme une instance particukkre d'un
probékme en son codage en terme de mot.

Dans la suite nous consi@&rerons gue chaque
instance d'un probéme est repesentable par
une quence nie de symboles.
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Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Formalisation de la notion de prol@me

Soit un probéme de @&cision dont les instances
sont encoees par des mots @ nis sur un al-
phabet . L'ensemble de tous les mots @ nis
sur peutétre partitione en trois sous-ensem-
bles :

les mots repesentant des instances du pro-
béme pour lesquelles la eponse est oui,
nous appelerons ces instances les instances
positives du probéme;

les mots repesentant des instances du pro-
béme pour lesquelles la eponse est non,
ces sont les instances mgatives

les mots qui ne repesentent pas des In-
stances du probéme consiee.
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Notions de prolme et d'algorithme (1)
Formalisation de la notion de prol@me

Les deux derneres classes sont souvent re-
grouges et ainsi nous obtienons par chaque
probéme une partition de I'ensemble des mots
en deux sous-ensembles :

les mots qui repesentent des instances pos-
itives du probéme;

les mots qui repesentent des instances re-
gatives du probéme ou qui ne repesentent
pas d'instance du probéme.

28



Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Formalisation de la notion de prol@me

Un probéme peut donc étre caracerie par
I'ensemble des mots qui sont des instances pos-
itives du probéme. Nous appelerons un ensem-
ble de mots un langage.

Un langage est un ensemble de mots @ nis
sur le m@me alphabet.

Souvent nous ne ferons pas la distinction entre:

esoudre un probéme;

reconnatre de manere e ective le langage
des encodages des instances positives du

probéme.
Notations : , @note le langage vide, nous
utiliserons L;Lq;Lo;::: pour @signer des lan-

gages.
29



Notions de prol@me et d'algorithme (1I)
Formalisation de la notion de prol@me

Quelques exemples de langages

pour l'alphabet = fa; bg,
L = faabbaabab; bbabba; bbaaaabbfpa

est un langage;

I'ensemble des programmes Pascal syntax-
lquement corrects;

I'ensemble des programmes Pascal qui ter-
minent est un langage.

Nous montrerons que les deux premiers lan-
gages (c'estevident pour le premier) sont ef-
fectivement reconnaissables et par contre le
troistme ne l'est pas.
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Peliminaires : Cardinal@ des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

La cardinalié est le terme technique utili® en
teorie des ensembles pour esigner la taille
d'un ensemble.

Pour les ensembles nis, la taille d'un ensemble
est simplement son nombre ddments.

Donc, deux ensembles nis ont la m&@me cardi-
nalie si et seulement si ils ont le m@me nombre
deéments.
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Peliminaires : Cardinal@ des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Pour des ensembles innis, c'est un peu plus
compliqe.

Si deux ensembles in nis peuvent étre mis en
bijection , c'esta-dire qu'il existe une fonc-
tion bijective d'un ensemble vers l'autre (bijec-

tive=injective et surjective), alors nous dirons

gu'ils ont la m&me cardinali

Grdce a cette notion de cardinalie, on peut
regrouper les ensembles de m@&me cardinalie
en classes déquivalence.
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Peliminaires : Cardinalé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Etudions maintenant quelgues ensembles qui
ont la m&me cardinalé que l'ensemble des
nombres naturels (I'ensemble in ni le plus sim-

ple).
[ nition . un ensemble est @&nombrable ¢nu-

nerable ) s'il existe une bijection entre cet en-
semble et I'ensemble des nombres naturels.

La cardinalié des ensembles @&nombrables est
note @ (aleph 0).
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Voici quelgues exemples d'ensembles @&nom-
brables :

I'ensemble des nombres pairs est @nombrable.
Voici une bijection quietablit cette pro-
pree:

f(0;0);(2;1);(4:;2);(6;3);:::9
Notons gu'un sous-ensemble stricte inni
de I'ensemble des naturels a donc la m@me

cardinalié que I'ensemble des naturels dans
son enteree.
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

I'ensemble des mots sur l'alphabet fa;bg
est @nombrable. Pour obtenir uneenune-

ration, on classe les mots par tailles crois-
santes et par ordre alphaletigue au sein
d'une m@me taille. On obtient donc :

f(;0);(a;1);(b;2);(aa;3); (ab;4);
(ba;5); (bb;6);:::g

De manere @rrale, I'ensemble des mots
sur un alphabet ni estenunerable.
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

I'ensemble des nombres rationnels est -
nombrable. En e et, un nombre rationnel
est caracerie par une paire de nombres
entiers % (et les paires de nombres entiers
sont &nombrables). Voici une facon dénu-
nerer les nombres rationnels :

&nunerons les rationnels par ordre
de sommes croissantes de leur nunerateur
et @énunerateur, et par ordre de
nunerateur et puis de @nunerateur
pour les sommes identiques". Ceci
donne :

($:0):(2:1):(1:2:(3:3):(3:4)::1:9
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Peliminaires : Cardinal@ des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Exercices : montrez que

I'ensemble des mots ( nis) sur un alphabet
enunerable estenunerable;

I'ensemble des suites nies de nombres na-
turels estenunerable.
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Montrons maintenant que tous les ensembles
In Nis ne sont pasenunerables.

Tleoeme . lI'ensemble des sous-ensembles
d'un ensemble @nombrable in ni n‘est pas &nom-
brable.

Preuve : Nous appliguons la nethode de la
diagonale. Soit A = fag;aq;a»;:::g un ensem-
ble @&nombrable, S = fsg;s1;S2;:::9l'ensemble
de ses sous-ensembles que nous consi&rons
Ici @nombrable (@monstration par I'absurde).
Montrons que l'ont peut @&duire une contra-
diction.

Pour cela, nous consi@rons une matrice B
doublement in nie qui contient une ligne pour
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chaqueetment de A et une colonne pour chaque
etment de  S.

Leément Bli;j] alavaleur 1 si aj 2 s etla
valeur O sinon. Consig@rons maintenant l'en-
semble D = fa; | a5 62s;g. Clairement D est
un sous-ensemble de A. Mais D n'estegala

aucun des sjenunees comme colonnes de B.
En e et, supposons que D = sy, ceci est im-
possible car par @ nition de D,ona a2 D
Ssi ay 62sy.

Rem : on appelle cette nethode la nethode de

la diagonale car D est obtenu en changeant de
manere syseématique la valeur de la diagonale

de la matrice B).



Peliminaires : Cardinal@ des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

De manere similaire, on peut montrer que :

I'ensemble des fonctions des naturels dans
les naturels n'est pas @nombrable;

I'ensemble des quences in nies sur un al-
phabet ni n'est pas &nombrable;

'y a plus de langages que de langages
eguliers.

Exercices : etablissez ces trois a rmations.
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Les ensembles qui ont la m&@me cardinalie que
I'ensemble des sous-ensembles d'une ensemble

@énombrable ont une cardinalie noge Q.

Voici quelques exemples d'ensembles qui ont
la cardinalé @

I'ensemble des quences in nies sur un al-
phabet ni;

I'ensemble des fonctions des naturels dans
les naturels;
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

I'ensemble des nombres eels compris entre
0 et 1 (pour montrer cela, il sut de savoir
gue chaque nombre eel entre O et 1 est
repesene par sa suite in nie de @&cimales).

On dira que les ensembles de cardinali¢ @ ont
la puissance du continu.
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Peliminaires : Cardinalgé des ensembles
et diagonale de Cantor (I)

Le tekoeme de Cantor est une des causes des
limites fondamentales de l'informatique (et des
sysemes formels en gmrral).

Il estevident que I'ensemble des proedures ef-
fectives est @nombrable alors que I'ensemble
des probémes est non &nombrable (ensemble
des sous-ensembles de I'ensemble des mots -
nis).
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Plan du cours

Introduction - Motivations

Notions de probémes et d'algorithmes

Cardinalié des ensembles - Diagonale de
Cantor

Moeles de calcul

{ les machines de Turing

{ les fonctions ecursives

{ (le lambda calcul)

Equivalences des moales de calcul et tlese

de Church
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In@cidabilie - Zcidabilie

Complexié

{ complexi en temps et en espace
{ eduction

{ intractabilie

{ P versus NP

Compément de complexi¢ (en option)
{ calculs parakles
{ espace logarithmique

{ espace polynomiale



Moeles de calcul

Structure du chapitre :

les machines de Turing

les fonctions ecursives

(le lambda calcul)
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Moeles de calcul
Introduction

Nous @ nirons tout d'abord le formalisme des
machines de Turing . C'est ce moele que
nous choisirons pour donner une @ nition for-
mellea la notion intuitive de proedure e ec-

tive (algorithme).

Il convient de justi er ce choix. Notons gu'une
e@émontration formelle de l'agquation de ce
choix est impossible vu que nous n‘avons pas
de @ nition formelle de ce qu'est une proedure

e ective (c'est exactement ce que nous cher-
chons). Pour justi er le choix des machines de
Turing, nous nous baserons sur des arguments
de deerents types.
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Moeles de calcul
Introduction

Types d'arguments :

nous allonsetudier plusieurs extensions du
moale des machines de Turing et montrer
gue les langages accepés par ces machines
sont identiques aux langages accepés par
les machines de Turing;

de plus, nous allons montrer que tout pro-
bkme esolvable par un programme ecrit
dans un langage usuel et excueé sur un
ordinateur peut [étre par une machine de
Turing;

nous montrerons egalement qu'une autre
formalisation de la notion de proedure ef-
fective, bage sur une iede touta fait dif-
¢érente : les fonctions ecursives , estequi-
valente.
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Moeles de calcul
Les machines de Turing
Introduction

Nous allons maintenant @ nir un formalisme

pour reconndtre des langages. Peedement,

vous avez @petude (dans le cadre du cours

de tleorie des langages) deerentes classes d'automates
qui permettent de reconndtre dierentes classes

de langages.

Par exemple, on sait que les automates nis
reconnaissent la classe des langages eguliers
la classe des automatesa pile  reconnaissent la
classe des langages hors-contexte . Est-ce que
cette dernere classe est un bon candidat pour
notre notion de proedure e ective ?
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Moeles de calcul
Les machines de Turing
Introduction

La eponse est malheureusement non, car par
exemple le langage

fa"b"c"jn Og

ne peut étre reconnu par aucun automate a
pile mais il est clair gu'il doit exister une pro-
edure e ective qui lorsqu'on lui donne un mot
ni @&termine si oul ou non ce mot appartient
au langage ci-dessus.
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Moeles de calcul
Les machines de Turing
Composants

Une machine de Turing @terministe est com-
poge

d'une nemoire in nie sous forme d'un \ru-

ban" divie en cases. Chaque case du ruban
peut contenir un symbole d'un alphabet
appet alphabet de ruban

d'une ®te de lecture qui se @place le long
du ruban et qui pointe vers une case du
ruban.

d'un ensemble ni cetats parmi lesquels
on distingue un etat initial
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Moeles de calcul
Les machines de Turing
Composants

une fonction (partielle) de transition qui
pour chagueetat de la machine et symbole

se trouvant sous la ®te de lecture pecise

(si elle est @ nie):

{ PBtat suivant,

{ le caractre qui seraecrit sur le rubana
la place du caracére qui se trouve sous
la Bte de lecture,

{ un sens de @&placement de la #te (une
casea la fois).
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Les machines de Turing
Excution

Une machine de Turing s'excute selon la pro-
edure suivante:

Initialement, le mot d'entee se trouve au

@but du ruban. Les autres cases du ruban
contiennent toutes un symbole sgcial ap-

ped le symbole blanc , on le notera |]. La
te de lecture est sur la premere case du
ruban (extemié gauche) et la machine se
trouve dans sonetat initial.
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Les machines de Turing
Excution

A chagqueetape de l'excution, la machine,
si la fonction de transition est @ nie :

{ lit le symbole se trouvant sous la ®te
de lecture,

{ remplace ce symbole par le symbole don-
@ par la fonction de transition,

{ @place sa ®te de lecture d'une case
vers la gauche ou vers la droite suivant
le sens pecig par la fonction de transi-
tion,

{ change détat comme peci®g par la fonc-
tion de transition.

52



Un mot est accepgé par la machine lorsque
I'execution de celle-ci atteint unetat ac-
cepteur, est reje¢ si l'eecution s'areéte
avant d'atteindre unetat accepteur ou est

In nie et n'atteint jamais détat accepteur.
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Les machines de Turing
[@ nition
Passons maintenanta une @ nition plus formelle.

Une machine de Turing M est formellement
@crite par les 7edments suivants :

M=(Q;, ; ;;s;B;F)

Q est un ensemble ni cetats,

est l'alphabet du ruban,

est l'alphabet d'entee (l'alphabet utili®
par le mot d'entee), on a :

s 2 Q est ktat initial,
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F  Q est I'ensemble desetats accepteurs,

B2 n estle\symbole blanc", que I'on
notera |,

. Q I Q f L;Rg est la fonc-
tion de transition ( L et R sont utili®s pour
repesenter respectivement le @placement
a gauche eta droite de la ®te de lecture).
Cette fonction est partielle.
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Les machines de Turing
Con guration

Pour @ nir formellement la notion d'excution
d'une machine de Turing ainsi que la notion de
mot accepé par une machine de Turing, nous
avons besoin de la notion de con guration.

Une con guration  contient toute l'information
ecessairea la poursuite de l'excution de la
machine, c'esta-dire:

etat dans lequel la machine se trouve,

le contenu du ruban,

la position de la #te de lecture sur le ruban.
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Les machines de Turing
Con guration

La seule information \dicile"a repesenter
est le ruban : c'est une suite Innie de sym-
boles.

Mais notons tout de m@me, cela nous sera utile
dans la suite, qua tout moment seul un nom-
bre ni de symboles sur le ruban sont dierents
du symbole |].

Il importe donc seulement de garder le pre xe
ni de symboles qui sont dierents de ].
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Les machines de Turing
Con guration

Plus formellement, nous @&noterons une con-
guration par une triplet

(d;wy;wp)

g2 Q est ktat de la machine;

Wi 2 est le mot apparaissant sur le ruban
avant (strictement) la position de la &te
de lecture;

wo 2 [ ( nf]g), le mot se trouvant sur le
ruban entre la position de la #te de lecture
et le dernier caracere non blanc
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Les machines de Turing
Con guration

lllustrons la @ nition de con guration. Con-
siérons une machine dans Etat g avec le ruban
suivant :

alblala|/D/bla|]]|]

et la #te de lecture en position 5 (le symbole
est coke d'un chapeau), alors la con guration
de la machine est :

(q; abaa; bbg

Si la #®te de lecture se trouve en position 8
(premier caracere blanc) alors la con g est

(q; abaabba; )

56



Moeles de calcul
Les machines de Turing
Excution

Nous allons maintenant @ nir formellement
evolution de la con guration d'une machine
en @& nissant une fonction de transition entre
les con gurations.

Soit une con guration ( g; 1, 2). Ecrivons cette
con guration sous la forme ( dq; 1;b 8) en pre-
nant b= ] si o = . Les congurations at-

teignablesa partir de (  q; 1; 2) sont dans la
machine M alors @& nies comme suit:

si (q:b) =( g®b®R) nous avons alors
(a; 1069 "wm (€ 105 9)

si (q;b=( ®b®L)etsi 16 etestdonc de la
forme  9%a, nous avons alors

(G $aib 9w (@ it 9
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Les machines de Turing
Excution

Nous pouvons maintenant @& nir la notion de
e@rivation en plusieursetapes.

Une con guration  CPOest @rivable en plusieurs

etapes de la con guration C avec la machine
M,cequiseranote C COsiilexiste k 0Oet
des con gurations internediaires Co;Cq;:::5;Cx
telles que :

Co = C;

CO= Cy;

Ci M Cijs1 pour0 i<k.
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Les machines de Turing
Langage acceps

Nous sommes maintenant en position pour @ nir
le langage accepe par une machine de Turing

Le langage L (M) accepé par une machine de
Turing est I'ensemble des mots w tels que

(s;;w) m (a; 15 2)avec q2 F.

Ce sont donc les mots sur lesquels I'execution
de la machine atteint unetat accepteur.
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Les machines de Turing
Exemples

Nous allons maitenant consi@érer deux exem-
ples :

une machine de Turing qui accepte le lan-
gage

fa"b"jn Og

une machine de Turing qui accepte l'en-
semble des mots nis qui sont des palin-
dromes.
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Les machines de Turing
Langages eécieés

Nous allons maintenant nous inéressera une
notion importante : celle de langage @cie

Une machine de Turing qui accepte un lan-
gage L ne repesente pas mcessairement une
proedure e ective pour reconndtre ce lan-
gage. En eet la @& nition de langage ac-
cepé que nous avons donme n'exclut pas le
fait que la machine peut ne jamais terminer
son excution sur un mot qui n'appartient pas
au langage que la machine reconnat. Vu que
notre but est de donner une caracgrisation
formelle de la notion proedure e ective pour
reconndtre les instances positives d'un probéme
de @cision, nous devons tenir compte des excutions
divergentes.
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Les machines de Turing
Langages eci@és

Donca partir d'une con guration ( S; ;w), plu-
sieurs cas peuvent se pesenter

I'execution de la machine atteint un etat
accepteur et la machine accepte le mot;

I'execution de la machine s'arte apes un
temps ni soit parce gu'aucune transition
n'est possible ou I'excution tente de faire
bouger la ®te de lecture vers la gauche
alors que la #te pointe sur la premere case
du ruban. Dans ces deux cas le mot est
reje¢ par la machine.
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Les machines de Turing
Langages écieés

I'execution de la machine est in nie et donc
ne termine jamais. Le probéme est qua
aucun moment on ne peutétre $ir que l'on
peut arréter I'execution et que le mot sera
rejee.
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Les machines de Turing
Langages eécieés

On va maintenant introduire le nouveau con-

cept de langage @ci@  qui exclut la troiseme
possibilié. Pour @& nir ce nouveau concept,

nous avons besoin du conceptd’  excution d'une
machine de Turing.

L' execution d'une machine de Turing sur un
mot w est |la suite de con gurations

(s; ;W) MC1 MCo Mt MmCk M it

maximale.
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Les machines de Turing
Langages eécieés

Maximale veut dire que soit

elle est in nie,

ou elle termine dans unetat accepteur,

ou elle se termine dans une con guration
@ aucune con guration n'est @rivable.
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Les machines de Turing
Langages écieés

Un langage L est @&ci@ par une machine de
Turing M si:

M accepte L,

M n'a pas d'eecution in nie.

Par congquent, un langage @ci@ par une
machine de Turing peut étre reconnu par une
proedure e ective.
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Les machines de Turing
Langages ecursifs et
ecursivementenunerables

Les langages respectivement @&ci@és et accepées
par les machines de Turing sont appe¢s ecursifs
et ecursivementenunerables

Un langage est ecursif s'il est écieg par une
machine de Turing.

Un langage est ecursivementenunerable s'll
est accepé par une machine de Turing.
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Tlese de Turing-Church

La tlese de Church au sujet des machines de
Turing est la suivante :

Les langages reconnus par une proedure
e ective sont ceux @ci@és par une
machine de Turing

Comme nous l'avons @j soulige, cet en-
none est une tlese et non pas un teoeme!

Cette tlese est le maillon qui nous manquait
pour montrer qu'il existe des probémes qui ne
peuvent pas étre esolu par une proedure ef-
fective.
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Tlese de Turing-Church

Il est clair que ce qui est @&ci@ par une ma-
chine de Turing l'est par une proedure e ec-
tive (on peut par exemple interpeter une ma-
chine de Turing sur un ordinateur).

Par contre l'autre direction est plus elicate :
tout langage reconnu par une proedure e ec-
tive est-il éci@ par une machine de Turing
? (ou encore tout probéme soluble algorith-
miquement est-il soluble avec une machine de
Turing ?)

Comment peut-on \justier" la tlese de
Church ?
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Tlese de Turing-Church
Justi cations

Deux types de justi cations pour la tlese de
Church :

une varé d'extensions gue l'on peut ap-
porter aux machines de Turing ne changent
pas la classe des langages qu'elles @cident;

d'autres formalisations de la notion de pro-
edure e ective (nousetudierons les fonc-
tions ecursives et plus tard des moeles
plus proche de nos ordinateurs d'aujourd'hui,
on pourraitegalement parler du -calcul),
bages sur des concepts touta fait dierents

(en tout cas pour les fonctions ecursives

et pour le -calcul), sontequivalentes.
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Tlese de Turing-Church
Simpliceé des machines de Turing

Pourquoi avoir choisi le moale \simpliste" des
machines de Turing ?

Justement pour leur simplicg !
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Premere extension ruban doublement in-
ni

Que se passe-t-il si on consigre une machine
avec un ruban in ni vers la droite maisegalement
vers la gauche ?

La & nition d'une telle machine est identique

a celle d'une machine de Turing habituelle a
I'exception du fait suivant : la #te de lecture
peut toujours se @placer vers la gauche.

On peut montrer que toute machinea ruban
doublement in ni peut étre \simute" par une
machinea un ruban simplement in ni. Nous ne
donnons pas la @monstration etaike, seule-
ment l'iéke. Une preuve comptte est donmee
dans [PW91, page 143-144].
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Tlese de Turing-Church
Extensions

L'ieée de la simulation est la suivante : elle
consistea replier le ruban en deux et consierer
des pairs de symboles obtenues par ce repliage.

Il sut alors de consi@érer une machine sur
un alphabet compog des pairs de symboles de
I'alphabet de @part et re@ nir la relation de
transition de manere aequate.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Autre extension :  machine de Turinga rubans
multiples

Consi@rons une machine avec plusieurs rubans
et plusieurs Btes de lecture. Letat d'une telle
machine est constite de la location courante,
du contenu de chaque ruban et de la position
de chaque #te de lecture.

On peuta nouveau simuler le comportement

d'une telle machine avec un alphabet de sym-
boles compogs ecrivant le contenu des dif-

¢érents rubans et la position des ®tes de lec-

ture.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Par exemple, pour une machinea deux rubans,

on utilise des symboles de laforme (  aj;as;bq;by)
@ aj repesente la valeur dans le premier ruban

et a» =1 si la #te de lecture du premier ruban

est dans cette position du ruban, ao> = 0 sinon,
b, et b, encode la m@me information mais pour

le deuxeme ruban.

Comment simuler unetape de I'excution de
la machinea deux rubans ?

trouver la position des ®tes de lecture et
@terminer les symboles lus,

modi er ces symboles, @placer les #®tes
de lecture et changer cetat.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Un autre moekle : les machinesa aces di-
rect .

Une machine RAM (random access memory)
est une machine \semblable" aux ordinateurs
eels. Supposons que la machine a simuler
comporte une nemoirea aces direct et un
certain nombre de registres dont un compteur
de programme.

Montrons qu'une machine de Turing (multi-
rubans et donc mono-ruban) peut simuler une
machine RAM.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Les igdes dermres la simulation :

un ruban est utili® pour chague registre et
un ruban est utili® pour la memoire

le contenu de la nemoire est repesente
par des paires de mots (adresse, contenu).
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Tlese de Turing-Church
Extensions

La machine de Turing simule alors la machine
a nemoire RAM de la faon suivante

Parcourir le ruban repesentant la nemoire
jusgua trouver l'adresse correspondant au
contenu du compteur de programme (PC);

Lire et @&coder l'instruction se trouvanta
cette adresse;
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Le casecleant trouver les ograndes de
cette instruction;

Executer l'instruction, ce qui impliqueeven-
tuellement la modi cation de la nemoire
et/ou des reqistres;

Incementer le compte de programme (sauf
si l'instruction est une instruction de branche-
ment) et passer au cycle suivant.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Une modi cation plus fondamentale : machines
de Turing non-e@terministes

Jusqua pesent nous nous sommes limiesa

des machines qui pour chacune de leurs con-
gurations ont au plus une con guration at-
teignable. Que se passe-t-il si on relache cette
propre¢ et que l'on consieére des machines

@ une con guration peutétre suivie par non

plus une seule mais un ensemble de con gu-
rations, c'esta-dire si on consieére une rela-
tion de transition a la place d'une fonction
de transition ?
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Dans ce cas devient de type :

(Q ) (Q f L;RQ)
Donca une pair (  g;b) correspond un ensemble
de triples ( @®b®X) @ X 2fL;Rg, la machine

peut choisir n'importe lequel de ces triplets.

Exercice : ree nir formellement la notion de
con guration successeur.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Les autres notions sont identiquesa celles don-
®es pour les machines @terministes.

MNranmoins, une machine non-eéterministe n'a

pas une excution unique sur un mot w et
on impose seulement qu'une excution termine
dans unetat accepteur pour accepter W.

Est-ce que le non-e@&terminisme apporte un pou-
voir d'expression accru ?
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Tlese de Turing-Church
Extensions

Theoeme . tout langage accepé par une ma-
chine de Turing non @terministe est aussi ac-
cepé par une machine de Turing @terministe.

note : la notion de @ci@ n'as pas de sens
pour une machine non-@&terministe.

Comment peut-on montrer que le non-eter-
minisme n'‘apporte pas de pouvoir d'expression
suppeémentaire ?

On va montrer comment une machine @éterministe
peut \simuler" une machine non-eterministe.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

On va montrer qu'un machine @terministe peut
simuler toutes les excutions d'une machine
non-eéterministe.

Di cules :

il est dicile de simuler toutes les excutions si-
multaement . par exemple, comment partager le
ruban entre plusieurs executions ?

on ne peut pas non plus simuler les excutions une
par une. En eet, si on commence une excution
qui est in nie, on ne la terminera jamais... et si il
existe une autre excution qui termine dans unetat
accepteur, elle ne sera jamais excuée et on ne se
rendra pas compte que le mot est accepe !

Solution : on adopte une nethode internediaire.
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Tlese de Turing-Church

La solution est de consi@rer toutes les excutions
en parakle mais en consi@érant des pre xes de
longueur croissante. D'abord, tous les pre xes
de longeur 1, puis 2, puis 3, ...

Comment proeder ?

La premere propmé importante dont nous
avons besoin est le fait que les machines de
Turing sonta branchement ni. Le nombre
maximum de successeurs d'une con guration
est donme par :

max |f a) O,x;X 2 '
A2 1 (@i (X)) 2 g
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Tlese de Turing-Church

Supposons que pour chaque pair ( g;a), on nu-
nerote les choix permis par la relation de tran-
sition de la (maximum) r. Avec cette con-
vention, chaque pe xe de longueur m d'une
excution peutétre repesengé par une suite

de m nombres inérieursa r.

On peut alors construire une machine de Tur-
Ing @terministe a trois rubans qui simule la
machine non-eéterministe de la facon suivante:

le premier ruban contient le mot d'entee et
n'est pas mode (ainsi le mot est toujours
& quand on recommence les excutions);
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Tlese de Turing-Church
Extensions

le deuxeme ruban servira a contenir les
gguences de nombres inérieursa r

le troistme ruban serta la machine eter-
ministe pour simuler le comportement de
la machine non @terministe.
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Tlese de Turing-Church
Extensions

La machine @terministe proede alors comme
Sult:

1. sur le deuxeme ruban, elle g@mrre toutes
les £quences de nombres ingérieursa r (al-
phabet ni), par ordre de longueurs crois-
santes;

2. chaque fois gu'une ®quence est greee,
elle simule la machine non-e&terministe en
esolvant les choix comme donms par la
gquence;

3. elle s'arte et accepte @s gqu'une des &-
guences @mees repesente une excution
de la machine non-@terministe qui se ter-
mine dans unetat accepteur.
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Machine de Turing universelle

On peut montrer en fait gqu'il existe une ma-
chine de Turing qui permet de simuler toutes
les machines de Turing.

On donnea cette machine deux entees : le
mot d'entee et un encodage de la machine de
Turing qu'on veut simuler. Une telle machine
est appete une machine de Turing universelle.

Nous reviendrons plus en @tail sur cette ma-
chine lorsque nous nous inéresserons aux pro-
bémes inecidables.
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Fonctions calculables par
les machines de Turing

Jusqua pesent, nous avons restreint notre at-

tention aux probémes de @cision. Un mot qui

encode une instance de probéme est accepe
par la machine de Turing si il repesente une in-
stance positive du probéme, sinon il est reje¢

par la machine.

Comment peut-on faire \calculer un esultat"

a une machine de Turing et obtenir une no-
tion de fonction calculable par une machine de
Turing ?

L'icke est de consi@grer le contenu du ruban
en n d'excution.
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Fonctions calculable par
les machines de Turing

Une machine de Turing calcule une fonction

Si, pour tout mot d'entee w, elle s'ar@te tou-
jours dans une con guration @ f (w) se trouve
sur le ruban.

Rem : @cider un langage revienta calculer
une fonction dans le codomaine fO;1q.
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Fonctions calculable par
les machines de Turing

On peut enone la tlese de Church-Turing
en termes de calcul de fonctions :

Les fonctions calculables par une proedure
e ective sont les fonctions calculables
par une machine de Turing

Exercice :

expliguez comment on peut faire calculer
une fonction de N dans N par une machine
de Turing;

prouvez gu'il existe des fonctions de N dans
N qui ne sont pas calculables par une ma-
chine de Turing.
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Les fonctions ecursives

Nous venons de terminer l'introduction aux ma-
chines de Turing en montrant qu'elle pouvait
calculer des fonctions. D'autres approches sont
envisageables pour formaliser la notion de fonc-
tion calculable par une proedure e ective. Une
formalisation alternative est donme par la no-
tion de fonction ecursive.

Consi@rons les ogrations de bases sur les nom-

bres entiers, comme + = : :"::::. |1l est clair
gu'elles sont calculables.
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Les fonctions ecursives

Pourquoi ?

on peut par exemple connatre un algo-
rithme pour + ; quietant done un en-
codage binaire de a et b calcule I'encodage
binaire de a+ b, a b.

on peut calculer les fonctions qui sont @ -
nissables a partir des fonctions de base.
Par exemple, si on a un algorithme pour
+ et , Il est clair qu'on pourra calculer la
fonction a (b+ c) par exemple.

Mais il y a des fonctions qui ne peuvent pas
étre obtenues par composition simple de fonc-
tions de base. Penseza la fonction factorielle:
n!.
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Les fonctions ecursives

La @composition de la fonction factorielle en
terme de produits est donme par :

n'=n (n 1) (n 2 ::: 1

Malheureusement cette @composition @pend
de la valeur de n. Pourtant il est clair que cette
fonction est calculable.
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Les fonctions ecursives

Pour pouvoir & nir des compositions variables,
nous utiliserons la notion de ecursion.

Voici une @ nition ecursive de la fonction
factorielle :

or=1
(n+1)!'=( n+1) n!

Cette @ nition est e ective car f(n+1) est
@ nientermede f(n) etdomrations que I'on
sait calculables par ailleurs, et de plus f (0) est
trivialement calculable.
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Les fonctions ecursives

Nous structurons cette partie de la faon suiv-
ante :

etude des fonctions @ nissablesa partir:
de fonctions de base, de la composition et
de la ecursion primitive;

etude de la limite de cette classe de fonc-
tions;

@meralisation de la notion de ecursion prim-
itive;

equivalence de la nouvelle classe de fonc-
tions avec les machines de Turing.
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Les fonctions primitives ecursives
[@ nition

Les fonctions primitives ecursives sont le sous-
ensemble des fonctions

fNKI Njk Og
qui peuvent étre @ niesa l'aide des fonctions

primitives ecursives de base, d'une egle de
composition et d'une egle de ecursion.
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Les fonctions primitives ecursives
[@ nition

Les fonctions primitives ecursives de base sont:

1. la fonction 0(), elle n'a pas d'argument et
renvoit la valeur O;

2. les fonctions de projection (nqsinng).
La fonction K renvoit comme valeur le  jeme
argument parmi  k;

3. la fonction successeur (n) est @& nie par
(n)= n+1.
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Les fonctions primitives ecursives
[@ nition

Nous @& nissons maintenant de manere formelle
la notion de composition:

Soit g une fonctiona | arguments et hq;:::;h|
des fonctionsa k arguments. Si hous @&notons
Nq;:::;NnK par n, alors la composition de g et de
hi;:::;h) est la fonction N K1 N & nie par.
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Les fonctions primitives ecursives
[@ nition

Nous @& nissons maintenant de manere formelle
la notion de ecursion primitive:

Soit g une fonctiona  k arguments et h une
fonctiona k +2 arguments. Alors la fonction
fa k+1 arguments telle que :

f(n;0) = g(n)
f(m;m+1) = h(nim;f (n;m))
est la fonction @& niea partir de g et h par

ecursion primitive
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Les fonctions primitives ecursives
[ nition

Si les fonctions g et h qui sont utiliges pour
@ nir une fonction f par ecursion primitive
sont calculables par une proedure e ective,
alors f est aussi calculable.

Les fonctions primitives ecursives sont nale-
ment @& nies comme sulit :

les fonctions primitives ecursives de base;

toutes les fonctions obtenuesa partir des
fonctions primitives de base par un nombre
guelconque d'applications de la composi-
tion et de la ecursion primitive.
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Les fonctions primitives ecursives
Exemples

Etudions maintenant quelques exemples de fonc-
tions primitives ecursives.

Bien entendu, toutes les constantes naturelles
sont @& nissablesa l'aide de fonctions primi-
tives ecursives: J() = | est @ nit grdcea la
composition de la fa&con suivante :

0= (g 400 )

J

La fonction d'addition plus(nq;no) peut étre
@ nie par ecursion primitive :

plus(nq;0) = i(ny)
plus(ny;na +1) = ( 3(ng;no;plus(ny;ny))
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

Pour akger les notations, nous laisserons im-

plicites des notations comme %(n) (la fonc-
tion identi¢)... La @ nition de plus devient:
plus(nq; 0) = N

plus(ni;npy +1) = (plus(ny;ny))
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

Voici un exemple dévaluation d'une fonction

primitive ecursive:
plus(7 ; 4) plus(7 ;3 +1)

(plus(7; 3))

( (plus(7;2)))

( ( (plus(7;1)))

( ( ( (plus(7:0))))
11

105



Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

La fonction \produit de deux naturels" est pri-
mitive ecursive :

prod(nq;0) =0
prod(ni;no +1) = plus(ng;prod(ny;ny))

ainsi que la fonction \puissance (  nM)":

ng = 1
no+1  _ no
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

La fonction factorielle estegalement primitive
ecursive

0! =1
(n+1)! = ( n+1) n!
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

Consi@rons maintenant la fonction \peeces-
seur". Vu que nous travaillons dans les na-
turels, nous @ nissons 1 de la faon suiv-
ante:

(
0 sim=0

pred(m) = m 1 sim>20

Cette fonction est primitive ecursive:

pred(0) =0
pred(n+1) = n
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

On peut maintenant @rraliser la @ nition
peedente pour obtenir une @ nition de la
\derence" :

0 si n<m

n_m= :
n m SIn m

Cette fonction est primitive ecursive

n_o0 = n
n_(m+1) = pred(n_m)
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

On @ nit la fonction \signe" de la facon suiv-
ante :

(

sa(m) = O sim=0
om) = 1 sim> 0

Cette fonction est primitive ecursive

sg(0) =0
sgqm+1) = 1
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Exemples

On @ nit le \produit borre par m" d'une fonc-
tion g(n;i) comme le produit de g pour les m
premeres valeurs de | :

Om g(n:i)

Si g est primitive ecursive, la fonction
Q :
f(n;m)= "N, g(n;i)

est aussi primitive ecursive

f (n; 0) = g(n;0)
f(n;m+1) = f(n;m) g(nm +1)
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats

Un pedicat d'arié k est une fonction de NX
dans fvrai;fauxg ou f0;1g.

Mais pour ne pas introduire I'ensemble de valeurs

f vrai; fauxg, on peutegalement consi@érer un
pedicat d'arie k comme un sous-ensemble de
N K (le sous-ensemble desetéments de NK a
le pedicat est vrai).

Par exemple, nous pouvons @ nir le pedicat

pair: pair(n) est vrai si et seulement si n est
un nombre pair. Est-ce que ce pedicat est
primitif ecursif ?
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats

Pour donner une @ nition de pedicat primi-
tif ecursif , nous allons proter du fait qu'un
pedicat peut-étre vu comme une fonction (sa
fonction caraceristique) dans f0;1g : nous
@duirons de notre notion de fonction primi-

tive ecursive celle de pedicat primitif ecursif.

[ nissons formellement la notion de fonction
caraceristiqgue. La  fonction caracgristique d'un
pedicat P NFKestlafonction f : NKIf 0;1g
telle que :

O si n62P.
1 sin2P.

f(n)=
Un pedicat est primitif ecursif si et seule-
ment si sa fonction caraceristique est primi-
tive ecursive.
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

Consi@rons le pedicat Zzerop, qui n'est vrai
gue pour la valeur 0. Sa @ nition est la suiv-
ante :

zerop0) = 1
zeropgn+1) = 0

On @ nit le pedicat plus petit que (n < m)
de la facon suivante :

petit(n;m) = sg(m _n)

Ce pedicat est donc bien primitif ecursif.
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

Les pedicats obtenus par combinaisons booten-
nesa partir de pedicats primitifs ecursifs ( 01:92)
sontegalement primitifs ecursifs. En e et

g1(n) go(n)
sg(g1(n) + go(n))
1 _gi(n)

et(g1(n);gz2(n))
ou(gi(n);ga(n))
non(gs(n))

Le pedicat egalié estegalement primitif ecursif.
En eet, m = nequivauta (m<n _m>
n), ce qui fLcrit au niveau des fonctions car-
acgristiques :

egaln;m) =1 _(sg(m _n)+ sg(n _m))

Il est facile maintenant de monter que les autres
pedicats usuels , ;6 ;::.:surles naturels sont
egalement primitifs ecursifs.
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

Observons maintenant d'autres ogrations logi-
gues. Inéressons-nousa la quanti cation borree.

La gquanti cation universelle bormree permet d'ex-
primer qu'un pedicat est vrai pour toutes les
valeurs ingérieuresa une certaine borne.

8 m p(n;i)
est vral si p(n;i) est vrai pour tout | m.
La quanti cation existentielle boree permet

d'exprimer qu'un pedicat est vrai pour au moins
une valeur inérieurea une certaine borne.

99 m p(n;i)

est vrai si p(n;i) est vral pour au moins un
| m.
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

Montrons que ces deux formes de quanti ca-
tions sont primitives ecursives.

La fonction caracgristique de 8I m p(n;i)
est donmee par :

°mp(n:i)

Vu que 9i m p(n;i) :8 i m : p(n;i), la

fonction caraceristique de Qi m p(n;i) est
donme par :

1_°m @ _p(n:i))
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

Consi@rons maintenant les fonctions @ nies
par &tude de cas". Soit f la fonction & nie
par :

Ql(n) si p1(n).

TWAAW AR QO

f(n)= ;
g(n) si pi(n).
siles fonctions gj;:::;0; etles pedicats p1;:::;p
sont primitifs ecursifs, alors f est primitive

ecursive.

En eet, siles p; sont mutuellement exclusifs
(ls doivent létre pour que la @ nition ci-
dessus ait un sens), on a :

f(n)= g1(n) pu(n)+ 22+ g(n) pi(n)

118



Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

On @ nitegalement la minimisation borree
Ce necanisme permet de @ nir une fonction
a partir d'un pedicat.

Soit q(n;i), un pedicat. Pour un m donme,
la valeur que @ nit la fonction obtenue par
minisation borree de ce pedicat est la plus
petit valeur 1 m telle que q(n;i) est vrai. Si
cette valeur n'existe pas, la fonction renvoit,

par convention, la valeur O.

La minisation boree d'un pedicat g(n;i) est
note :

i m q(n;i)
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Pedicats - Exemples

La fonction | m g(n;i) est @& nie par ecursion
primitive de la facon suivante

i 0 g(n;i) = Og
0
§ si’91 m+1 qg(n;i)
i m q(n;i)
i m+1 qg(n;i) = si91 m q(n;i)
m+1
si gln;m +1)

et 91 m q(n;i)
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Limites

On vient de voir que les fonctions primitives
ecursives permettent de @ nir les fonctions
et les pedicats les plus usuels. On pourrait
maintenant se demander si les fonctions prim-
itives ecursives couvrent bien la notion intu-
itive que nous avons de fonctions calculables?

On va malheureusement montrer gque ce n'est
pas le cas ! On va montrer qu'il existe des
fonctions qui sont intuitivement calculables et
gui ne sont pas primitives ecursives.

121



Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Limites

Il estevident qu'il existe des fonctions qui ne
sont pas primitives ecursives. En eet, les
fonctions primitives ecursives sontenunerables
(on peutenunerer les chanes de caraceres qui
les repesentent) il y a en a donc un nombre
@nombrable alors que, souvenez-vous, il y a
un nombre non @&nombrable de fonctions.

Mais nous allons voir qu'il existeegalement des
fonctions qui sont calculables mais pas primi-
tives ecursives.

L'argument que nous allons @&velopper esta
nouveau bae sur la nethode de la diagonale.
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Moeles de calcul
Les fonctions primitives ecursives
Limites

Tleoeme . 1l existe des fonctions calculables
gui ne sont pas primitives ecursives.

Preuve : notons tout d'abord que l'on peut

e ectivementenunerer les fonctions primitives
ecursives. Soit  fq;fq;:::;fn;:: 1, une telleenu-
neration. Construisonsa partir de cetteenuneration
une fonction calculable F qui n'est pas primi-
tive ecursive. Nous @ nissons F de la facon
suivante

F(n)= fp(n)+1

Par construction la fonction F est dierente
de toutes les fonctions primitives ecursives.
Montrons maintenant qu'elle est calculable. Pour
cela, on doitetablir une nethode de calcul qui
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soit valable pour calculer F(n) pour n'importe
guel n. La nethode pour calculer F(n) est la

suivante :

1.enunerer les fonctions primitives ecursives
jusque la fonction fnp;

2.evaluer fnp(n);

3. ajouter la la valeur obtenue au pt 2.

Il important de noter que la @monstration est
valide car les fonctions primitives ecursives sont

e ectivementenunerables et de plus kEvaluation
d'une fonction primitive ecursive termine tou-

jours .



Moeles de calcul
Les fonctions ecursives

Les fonctions -ecursives etendent les fonc-
tions primitives ecursives en permettant la min-

Imisation non-bormee

La minimisation non bormee d'un pedicat g(n;i)
est une fonction que l'on note

I g(n;i)
et la @& nition de cette fonction est ;

( | g(n;i) =
le plus petit 1 tel que q(n;i)=1
O si un tel | n'existe pas
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Moeales de calcul
Les fonctions ecursives

La minisation non boree ne produit pas des
fonctions primitives ecursives. Elle peut m@me
produire des fonctions qui ne sont pas calcula-
bles.

En e et, la nethode naturelle pour @&terminer

la valeur renvoge par | g(n;i) est devaluer
g(n;i) pour des valeurs croissantes de i. Cette
evaluation peut ne jamais terminer si il n‘existe

pas de i tel que q(n;i)=1"1
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Moeales de calcul
Les fonctions ecursives

Nous voulionsetendre les fonctions ecursives
mais nous voulons garder des fonctions qui
soient calculables. Pour parvenira cela, nous
avons desoin d'une nouvelle notion.

Un pedicat q(n;i) est dit s si

8n 91 qg(n;i)=1.

Nous pouvons maintenant @ nir les fonctions
-ecursives.
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Moeales de calcul
Les fonctions ecursives

Les fonctions et les pedicats -ecursifs sont
ceux obtenusa partir des fonctions primitives
ecursives de base par :

composition;

ecursion primitive;

minimisation non boree de pedicats sirs.

127



Moeales de calcul
Les fonctions ecursives

Il est clair que les fonctions -ecursives sont
calculables dans le sens intuitif du terme (et ce
seulement car on applique la minimisation non
boreea des pedicats Sirs).

On peut maintenant se posera nouveau la
guestion :

Est-ce gu'il existe des fonctions calculables qui

ne soient pas exprimables sous forme de fonc-
tions -ecursives ?
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Moeales de calcul
Les fonctions ecursives
ef fonctions calculables

Dans une partie peedente, nous avonsenone
la tese de Church: \les fonctions calculables
par une proedure e ective sont celles calcula-
bles par une machine de Turing".

Nous allons montrer ici que les fonctions
ecursives couvrent exactement les fonctions
calculables par une machine de Turing.

C'est un argument fort pour la tlese de Church:
deux formalismes fondamentalement dierents,
propogs pour formaliser la notion de proedure
e ective, identi ent exactement la m&@me classe
de fonctions.
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Moeles de calcul
Les fonctions ecursives
ef fonctions calculables

Commentetablir cetteequivalence ?

Il ' y a un premier obstacle : les machines de
Turing manipulent des chanes de caraceres
alors que les fonctions ecursives manipulent
des nombres entiers.

On va montrer gu'on peut coder chaque nom-
bre entier comme un mot sur un alphabet ni
et que l'on peut faire correspondrea chaque
chane de caracére un entier qui la repesente.
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Moeles de calcul
Les fonctions ecursives
ef fonctions calculables

Lemme . Il existe une repesentation e ective
des nombres naturels par des chahes de car-
aceres.

Les repesentations binaires et @&cimales sont

des exemples de telles repesentations. Ces
repesentations sont e ectives car il existe des
fonctions  -ecursives (en fait primitives ecursives)
guietant don® un nombre naturel m, permet-
tent de calculer la longueur de sa repesentation
binaire (log > m) ainsi que pour n logom, le
n€ carackre de sa repesentation binaire.
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Moeales de calcul
Les fonctions ecursives
ef fonctions calculables

Le contraire estegalement vrali.

Lemme . Il existe une repesentation e ective
des chanes de caraceres par les naturels.

Ce passage d'une chahe de caracére a un
nombre naturel porte le nom de \Godelisa-
tion".

Montrons comment cela est possible.

Soit l'alphabet sur lequel sont @ nis les
mots. Supposons | J = k. On choisit d'abord
une repesentation de chaque symbole a2
par un entier entre 1 et k, qu'on note gd(a).
L'encodage d'une chahe W = WgWq :::w| est
alors:
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F) .
gd(w) = 1o k' 'gd(w)
Il est facile de se convaincre que cette repesen-
tation est e ective.



Moeales de calcul
Des fonctions ecursives
aux machines de Turing

Tleoeme . Toute fonction -ecursive est
calculable par une machine de Turing.

Preuve . Nous n'irons pas dans le etail de
la @monstration. Il sut de se convaincre
gu'il est possible cecrire dans un langage usuel
comme PASCAL un algorithme qui interpete
les fonctions  -ecursives quand leur arguments
sont donmes en encodage binaire par exemple.

Bien entendu, il est important que la minimi-
sation borme soit appliqee seulementa des
pedicats irs.

133



Moeales de calcul
Des machines de Turing
aux fonctions ecursives

Tleoeme . Toute fonction calculable par ma-
chine de Turing est -ecursive.

Preuve . Soit M une machine de Turing d'al-
phabet calculant la fonction fm !

et soit gd un encodage deseément de par
des naturels. Nous montrons qu'il existe une
fonction  -ecursive f telle que

fm (w) = gd *(f (gd(w)))

Nous @& nissons les fonctions suivantes :

Init (x) qui donne la con guration initiale
de M pour le mot d'entee w de nombre
de Godel x c'esta-dire que x = gd(w);
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Con gSuiv(x) qui renvoit la con guration
suivante de M si la con guration actuelle
est x;

Cong(x;n) qui donne la con guration at-
teinte apes n pasa partir de x. Cette
fonction est @ nie par ecursion

Cong(x;0) = x

Cong(x;n+1) = CongSuiv(Cong(x;n))
( 1 si x nal
StOp(x) = 0 sinon

Sortie(x) renvoit pour une con guration -
nale la valeur calcute par la machine de
Turing (I'encodage du contenu du ruban)



Il sut de se convaincre que ces fonctions sont
-ecursives (elles sont en fait primitives ecursives).

La fonction -ecursive f correspondanta la
fonction fy, est alors :

f (x) = Sortie(Con g (init (x); NbDePagx)))

NbDePagx)= 1 Stop(Con g (Init (x);i))



Moeles de calcul
Les fonctions partielles

Les fonctions partielles sont des fonctions qui
sont @ nies pour certaines valeurs de leurs
arguments et non pour d'autres.

Par exemple, la division enere est une fonc-
tion partielle.

On dira qu'une fonction partielle f = !
est calcute par une machine de Turing M si,
pour tout mot d'entee w pour lequel f est

@ nie, M s'arte dans une con guration
@ f(w) se trouve sur le ruban;

pour tout mot d'entee w pour lequel f
n'‘est pas @ nie, M ne s'arte pas ou
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s'ar@te en signalant, par une valeur con-
ventionnelleecrite sur le ruban, que la fonc-
tion n'est pas @ nie.

Une fonction partielle calculable est alors une
fonction partielle calcute par une Machine de
Turing.



Moeles de calcul
Les fonctions partielles

Une fonction partielle f = ! est -
ecursive si elle peutétre @& niea partir des
fonctions primitives ecursives de base par

composition,

ecursion primitive,

minimisation non borre.

La minimisation non bormee pouvant étre ap-
pligee a un pedicat non ir. La fonction

I g(n;i) n'est @& nie que si il existe un | tel
que q(n;i) = 1.
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Moeles de calcul
Les fonctions partielles

On peut montrera nouveau kquivalence de
ces deux nouvelles notions :

Tleoemes . Une fonction partielle est -ecur-
sive si et seulement si elle est calculable par une
machine de Turing.
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[&cidabilg - Inécidabilg
Introduction

Rappelons que nous avonsetabli que :

probéme = langage;

algorithme (proedure e ective) = machine
de Turing;

Il y a plus de langages que de machines de
Turing.

Donc il y a des langages qui ne peuvent pas
étre eciegs par une machine de Turing. En
d'autres termes, il existe des probémes qui ne
sont pas solubles par une proedure e ective.
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[@cidabilg - Ineécidabili
Introduction

Mais peut-on \concetiser" ce esultat ?

Peut-onenoncer un probéme particulier qui ne
soit pas @&cidable ?

C'est I'objet de ce chapitre !

On va en e et donner des exemples de probémes
gui sont in@cidables.
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[cidabilg - Inécidabilg
Introduction

La @marche que nous utiliserons dans ce chapitre
est la suivante :

on @montrera tout d'abord l'ineécidabilie
de deux probémes grdcea la nethode de
la diagonale;

ensuite, nous utiliserons le principe de la
eduction pour é&montrer l'inécidabili¢ d'autres
probémes.
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[2cidabilg - Inécidabilg
Introduction

Ce chapitre sera organig de la faon suivante:

deux probémes ine@cidables (deux niveaux
d'ineécidabilie);

technique de la eduction;

eduction : applications;

propreés des langages ecursivementenu-
nerables;

d'autres probémes in@cidables et tieoeme
de Rice;

fonctions non-calculables.
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[@cidabilg - Ineécidabili
Prolmes et classes de @cidabilg

Probéme = langage de l'encodage de ses in-
stances positives.

Rem : dans la suite nous nous permettrons de
ne pas xer explicitement I'encodage.

Nous noterons R l'ensemble des langages qui
sont @cies par une machine de Turing. On
notera donc L 2 R le fait que L (le langage, le
probéme) soit eé&cidable.
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[@cidabilg - Ineécidabili
Prolmes et classes de @cidabilg

Nousetudironsegalement une autre classe de
langages : la classe RE des langages ecursi-
vementenunerables. C'est la classe des lan-
gages qui sont accepés  par une machine de
Turing.

A priori la classe RE ne contient pas que des
langages @&cidables.

Nanmoins, intuitivement RE est proche de la
e@cidabilie d'a son inérét.

Bien entendu nous avons que R RE.
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[cidabilg - Inécidabilg
Probdmes et classes de écidabilg

Synonymes .

les langages de la classe R sont appeés :
ecursifs, @cidables, calculables, ou encore
solubles algorithmiquement;

les langages de la classe RE sont appets :
partiellement ecursifs, partiellement @cidables,
partiellement calculables,partiellement sol-

ubles algorithmiguement, ou encore ecursivement
enunerables;
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[@cidabilg - Inécidabili
Un premier langage in@écidable

Avec la nethode de la diagonale, nous allons

montrer l'existence d'un langage Lo tel que
Lo 62RE.
Notons qu'on aura tout de suite que Lo 62R

(mais on aura montrer quelque chose de plus
fort).

Les machines de Turing et les mots nis sont
@nombrables. On peut donc construire un
tableau inni A qui contient en lighe uneenu-
neration Mqg;Mq;:::;Mn;::: des machines de
Turing et en colonne  wqg;Wq;:::;Wn;::: Uuneenu-
neration des mots.
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[@cidabilig - In@cidabili
Un premier langage ine@cidable

Les cases du tableau ont les valeurs suivantes:

All;J 1= O sila machine M; accepte le mot
Wi ;
J ’

All;j ]= N si la machine M; n'accepte pas
le mot w; (s'aréte et rejette, ou boucle).

Nous @ nissons le langage

Lo= fwjw= w; ™ Ali;i]= Ng.
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[@cidabilg - In@cidabilg
Un premier langage in@écidable

Tleoeme . Le langage L n'appartient pas
a la classe RE.

Preuve . faisons l'hypotlese que le langage

Lo 2 RE. Dans ce cas, il existe une ma-
chine M, qui accepte Lg. Montrons que ce
n'‘est pas possible. En eet, cette machine
M|, doit appartenira Enuneration. Faisons
I'nypotlese gu'elle a le nunero ] (M, = Mj).
Par & nition on a wj 2 Lo ssi Afj;J ]= N. Si
wj 2 Lo, on obtient une contradiction car on a

que wj n'est pas accepé par Mj et donc n'est
pas accepé par M, ce qui n'est pas possible.
De méme si w; 62L¢, on obtient une contra-
diction car on a que w; est accepé par M; et
donc accepé par M| ,. Dans les deux cas, on
obtient une contradiction.
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[@cidabilgé - In@cidabili
Un deuweme langage in@cidable

Lo n'est pas @cidable et il n'est pas non plus
\partiellement @&cidable".

Nous cherchons maitenant un langage L tel
gque L 2 RE mais L 62R. Nous cherchons donc
un probéme qui se trouve entre la ecidabilie

et l'ineécidabilé : qui est in@écidable mais
partiellement @&cidable.

Notons que c'est important d'avoir un probéme
le plus \faible" possible pour pouvoir appliquer
la nethode de la eduction.
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[@cidabilgé - Inécidabili
Un deuweme langage in@cidable

Nous avons besoin de quelques esultats iIn-
ternediaires.

Lemme . Le compément d'un langage de la
classe R est un langage de la classe R.

Preuve . Si L 2 R alors il est @&ci@ par une
machine de Turing M. A partir de M, il suf-
t de construire une machine M Otelle que M9
epond oui ssi M epond non. (Bien entendu
cette construction ne marche que parce qu'on

sait que M n'a pas d'eecution in nie).
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[@cidabilgé - Inécidabilg
Un deuweme langage in@cidable

Lemme . SI L2 RE et L2 RE alors L 2 R et
L 2 R.

Preuve . Notons que, vu le lemme peedent,

nous devons seulement montrer que L 2 RE
et L 2 RE impliqgue L 2 R. Si L;L 2 RE, Il
existe M| et M| qui acceptent L et L. Pour

@cider L, nous construisons une machine M O
qui simule en parakle M et M . M9sarete

lorsque soit M, soit M  s'aréte. M O accepte

exactement dans les deux cas suivant :

M| provoque l'ar®t et accepte;

M provoque l'art et rejette.
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Notons que nous sommes assues gque M Os'ar-
@tera sur tout mot w car soit w 2 L, et alors
M doit s'arter apes un nombre ni de pas,

soit w 62L et donc w2 L et M| s'aréte apes
un nombre ni de pas.



[@cidabilg - In@cidabili
Un deweme langage in@cidable

Une congquence du lemme peedent est que,

par rapport aux classes R et RE, la position
d'une langage L doit correspondrea un des
trois cas suivants :

L et L2R;

L 62RE et L 62RE;

L 62RE et L 2 RE\ R.

Le troiseme cas nous donne un moyen de trou-
ver un langage ecursivement enunerable et
non ecidable : il sut de trouver un langage
qui est dans RE et dont le comptment n'est

pas dans RE.
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[@cidabilg - In@cidabili
Un deweme langage in@cidable

Montrons que le compément du langage Lo
est un tel langage.

Lemme . Le langage
Lo= fwjw= w;» M accepte w;j(g
est dans la classe RE.

Preuve . La preuve est constructive : on mon-
tre gu'on peut construire une machine de Tur-
ing qui accepte L. Cette machine proede de

la facon suivante pour un mot céntee W .
elle étermine i tel que w; = w. Pour cela
Il sut cenunerer les mots w; et erier

egalig;
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elle @termine M ; €nuneration sysematique
jusque la i® machine). Pourenunerer les
machines, il sut cenunerer les sequences
des symboles et pour chaque reconnaitre
(criere syntaxique) si la £quence encode
une machine. On peut ainsi @terminer la
1€ machine.

simuler 'execution de M; sur w; et accepte
si M; accepte w;.



[@cidabilgé - Inécidabili
Un deuweme langage iné@cidable

On a doncetablit le esultat suivant
Tleoeme . Le langage Lg @&ni par Lg =

fw ] w= w;»M; accepte w;g est inecidable
(n‘appartient pasa R) mais appartienta RE.
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[@cidabilg - Iné@cidabilg
Technique de la eduction

Nous venons cetablir I'existence de deux pro-
bémes in@dcidables. Comment pouvons-nous
exploiter ces deux esultats pour montrer que
d'autres probémes sont ine@cidables ?

Une technique permet de monter que d'autres
probémes sont ineécidables, c'est la technique
de la eduction

Cette technique nous permettra de @&montrer
I'inédcidabilie de probémes plus \naturels" que
Lo et Lo.
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[@cidabilg - In@cidabili
Technique de la eduction

La technique de la eduction permet, connais-

sant l'ineécidabiliée d'un probéme L 1, de mon-
trer l'ine:cidabilié d'un probéme L - en raison-
nant de la facon suivante :

on @émontre que si il existe un algorithme

qui ecide le probéme L alors il existe un
algorithme qui eécide L,. Cela se fait en
donnant un algorithme pour L qui utilise
un algorithme pour L>, comme sous-pro-
gramme. Ce type d'algorithme est apped
une eduction car il eduit la @cidabilié de
Lqia celle de L.

on @&duit que Lo est non ecidable car sa
e@cidabilé nous obligeraita conclurea la
e@cidablie de L4 qu'on sait ineécidable.
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[@cidabilg - Iné@cidabili
FReduction : applications

Tleoeme . le langage universel
LU = fhM;wij M accepte wg
est ingécidable.

Preuve . Nous utilisons la nethode de la eduction.
Faisons l'hypotlese que LU est @cidable et
montrons gque sous cette hypotlese, nous pou-
vons construire une machine de Turing qui @&cide
Lo.

Pour rappel
Lo= fwjw= w;» M accepte w;j(g
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[@cidabilg - In@cidabili
FReduction : applications

L'algorithme (hypotketique) pour ecider si w 2
Lo est le suivant :

@terminer l'indice | tel que w = w;j;

@éterminer la machine Mi;

utiliser la proedure pour ecider si M ; wil 2
LU, si le esultat est positif, W est accepe,
sinon il est rejete.

Nous devons donc rejeter la @cidabilie de LU .

Remarquons que LU estegalement in@cidable
mais aussi non ecursivementenunerable (vu
gque LU est ecursivementenunerable).

157



[@cidabilg - Ineécidabili
Proldmes in@cidables

Montrons maintenant quelques autres probémes
Ineécidables. Un des plus connus est le probéme
de l'arrét.

Tleoeme . Le langage

H= fhM;wij M s'arte sur wg

n'est pas ecursif.

Preuve . Montrons que l'existence d'une proe-
dure de @&cision pour H impliguerait I'existence
d'une proedure de @cision de LU (ce qui est
Impossible, nous venons de le montrer).
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L'algorithme de @cision pour LU serait :

eécider (avec l'algorithme hypotletique) si
hM:wi2 H:;:

si la eponse obtenue au point peedent
est mgative, epondre non; par contre si

la eponse obtenue est positive, on simule
I'execution de M sur w et on epond ce que
M epond.

Dans les deux cas on est assue de la terminai-
son (Pq ?).
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[cidabilg - Inécidabilg
Probdmes in@cidables

Le probéme de 'ar®t estegalement ineécidable
pour les langages usuels (comme PASCAL).

Pouretablir ce esultat on proede par eduction
au probéme de l'arrét des machines de Turing:

construire un programme PASCAL P qui,
etant don® une machine de Turing M et
un mot w, simule le comportement de M
sur w;

utiliser la proedure de @cision pour savoir
si P s'arte pour les donmes hM; wi.
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[@cidabilg - Ineécidabili
Proldmes in@cidables

Un grand nombre de variantes du probéme de
I'art sont inecidables.

Exercices. Montrez que

@terminer si une machine de Turing s'arréte
lorsque gu'elle est lane sur le mot vide est
iIne:cidable;

@terminer si une machine de Turing M
s'arte au moins sur un mot w (probéme
de l'arét existentiel) est inecidable;

@terminer si une machine de Turing M
s'ar@te sur tous les mots w (probéme de
I'art universel) est in@cidable.
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[@cidabili - In@cidabili
Langagesenunees
par une proedure e ective

Nous avons vu que les langages accepés par
une machine de Turing sont dits \ecursivement
enunerables” . Donc intuitivement, si un lan-
gage L est un langage accepe par une machine
de Turing M alors il doit exister une  proedure
e ective  quienunere ce langage.

Commentenunerer un tel langage ?

En premere approximation, il su rait de :

enunerer par ordre lexicographique (par ex-
emple) les mots de ,

simuler l'excution de la machine M sur
chacun de ces mots et conserver le mot si
M accepte celui-ci.
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[@cidabilg - Iné@cidabilg
Langagesenunaes
par une proedure e ective

Ce sclkema simpliste ne marche malheureuse-
ment pas. En eet, @&s gu'un mot est re-
jett par M pour cause \d'eecution Iin nie",
la proedure \bloque".

Il faut une solution plus  astucieuse : consierons
les pairs (w;n) a w 2 et n 2 N. Ces
pairs sontenunerables. On consie@re les pairs
(w;n) dans l'ordre de leurenuneration et on

e ectue le traitement suivant ;. simuler I'excution

des n premiers pas d'excution de M sur w. Si
M accepte w en n pas alors on produit w.
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[@cidabilg - Ine@cidabilg
Langagesenunees
par une proedure e ective

Notons que d'une manere @rrale :

Thm : uneenuneration dans l'ordre lexicographique
est impossible.

Preuve : faisons I'hypotlese du contraire. Soit

L un langage ecursivementenunerable (et pas
ecursif)enunee dans l'ordre lexicographique

(par exemple) par M. Pour @&cidersi w2 L (ce
gui n'est pas possible en g@rral vu que L est
non ecursif), Il sut d'eecuter M jusqu'au
moment @ soit  w sort, et donc on saitque w2
L ou on @&passe w dans l'ordre lexicographique

et on sait que w 62L.
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[@cidabilgé - Inécidabili
Quelques autres prol®mes in@cidables

Les probémes de validié et satis abilie dans
la logique du premier ordre sont inecidables.
C'esta-dire que e@terminer si une formule est
satisfaite par toutes les structures du premier-
ordre ou @terminer si il existe au moins une
structure du premier ordre qui satisfait une for-
mule sont des probémes inécidables.

Notons que l'ensemble des formules du pre-
mier ordre qui sont valides sont ecursivement

enunerables (tkoeme de compétude de Goedel)

et donc par congquent, lI'ensemble des for-

mules non valides du premier ordre ne sont pas
ecursivementenunerables. (pourquoi ?)
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[@cidabilgé - Inécidabili
Quelques autres prol®mes in@cidables

Le dixeme probéme de Hilbert est inecidable.
Ce probéme consistea @terminer si équation

entiers a une solution dans le domaine des en-
tiers.
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[@cidabilg - Ineécidabili
Tleoeme de Rice

Ce tleoeme dit que \toute propreé non triv-
lale des langages ecursivement enunerables
est inecidable".

Tleoeme . Suppons que C soit un sous-
ensemble propre et non vide de RE . Alors la
guestion de savoir si, etant donee une ma-
chine de Turing M, L(M) 2 C est inecidable.

Preuve : Faisons I'hypotlese que ; 62C (sinon
consieérer le comptment de C). De plus,
vu que C est non vide ( C est une propmree
non triviale), nous pouvons faire I'hypotese

gu'il existe un langage L 2 C, accep¢ par une
machine M| (C est un ensemble de langages
ecursivementenunerables et donc L est ac-
cepé par une machine de Turing).
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Consi@rons une machine M etun mot w. Faisons
I'nypotlese, sans perte de @mralié, que M
diverge sur w si w 62L(M).

Supposons que nous voulons é@cider siM s'arméte
sur w (ce qui est impossible).

Pour cela, nous construisons une machine M w
dont le langage est soit L, soit ;.

Dans un premier temps, sur l'entee Y, Mw
simule M sur w. Si M (w) ="oui", alors Mw,
a la place d'areéter, continue et simule M sur

'input y : soit y 2 L et la simulation de M
s'arte et donc My accepte vy, soit y 62L et
la simulation de M| sur y diverge et donc My
diverge sur .

On a donc :

Mw(y): si M(w)="oul" alors M| (y) sinon
\diverge".



On a donc bien que

M accepte le langage L
Si et seulement si M accepte w

En d'autres termes, la construction de Mwa
partir de w est une eduction du probéme d'arrét
deM surwautest L(Mw)= L etdonc L(My) 2
C.

Donc si on pouvait ecider L(My) 27 C alors
on pourrait eécider le probéme de l'areét de M
sur w |

Toute question non triviale sur un langage ecur-
sivementenunerable est donc in@&cidable.



Complexe
Introduction

Nous venons de voir qu'il existe des probeémes
gui n'ont pas de solutions algorithmiques. Nous
avons classk les probémes en @cidables, semi-
eécidables et in@cidables.

Quand un probéme est @&cidable, on peut tout

de m@me se demander si pour le esoudre, Il
ne faut pas mettre en oeuvre des ressources
trop importantes (de temps ou de nemoire,
par exemple).

Y a-t-il des probdémes qui sont @&cidables mais
pour lesquels il n'existe pas d'algorithme e -
cace ?
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Complexe
Introduction

La di culee kea la esolution d'un probéme
semble di cilea quanti er.

Notons tout de m&@me gu'il existe des mesures
qui permettent d'armer qu'un probéme est
dicilea esoudre. Par exemple, admettons
gue nous arrivionsa monter que pour esoudre
certaines instances d'un probéme, il faut une
nemoire en nombre de bitsegale au nombre
d'atomes dans l'univers (de l'ordre de 10
alors on peut certainement annoncer \sans crainte"
gue le probdme ne pourra étre esolu par un
ordinateur dans toute sa grralié.

50)
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Complexe
Introduction

La complexieé d'un probdme sera mesueea
partir d'une fonction qui relie la taille d'un
probéme (de son encodage) et les ressources
(temps ou nemoire) utiliges pour esoudre le
probéme. Ces fonctions @& nissent des classes
de complexie.

Toute fonction de N dans N est a priori un
candidat pour @& nir une classe de complexié.
Nanmoins, nous nous limitteronsa des fonc-
tions qui @ nissent des classes contenant des
probémes inéressants.

Pour gparer les notions de complexié accept-
able et non-acceptable, nous utiliserons la frontre
@ nie par la limite entre les fonctions polyno-
miales et les fonctions exponentielles.
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Complexe
Introduction

Nous dirons donc qu'un probéme requiert des
ressources raisonables si la quantié de ces res-
sources est borre par une fonction polynomi-
ale @pendant de la taille du probéme.

Inverement, nous dirons qu'un probéme re-
quiert des ressources non-raisonables sila quan-
te de ces ressources est boree par une fonc-

tion exponentielle @&pendant de la taille du
probéme.

Par exemple la fonction  n? est consigéee comme
acceptable, par contre la fonction 2 N ne l'est
pas. (est-il raisonable de consierer n1% comme
acceptable ?)
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Complexe
Introduction

Arguments en faveur de cette frontere

nous utiliserons cette frontre pour mon-

trer que certains probémes ne sont pas
solvables par un algorithme de complexi¢
raisonable;

souvent lorsqu'un probéme a une complexie¢
polynomiale, il posede un algorithme dont
la complexié est borre par un polymdme
de faible dege (rarement sugrieura 3 ou
4).
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Complexe
Introduction

De plus, on peut montrer que cette fronkre
est :

Insensible au maeriel utili® (le gap d'e ca-
Cié entre, par exemple, une machine de
Turing et un algorithme excu¢ par une
machine moderne est polynomiale);

insensiblea I'encodage utili® pour repesenter
des instances du probdme (en tout cas en-
codage raisonable);

signi cative en pratique.
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Complexe
Introduction

De quelles technigues disposons-nous pour mon-
trer gu'un probéme n'est pas soluble e cace-
ment ?

Technigues disponibles :

la technique de diagonalisation;

la technique de eduction.

Nanmoins, la diagonalisation ne permet de

prouver le esultat escompé. En e et, méme

si elle permet de monter que certains probémes

n'ont pas de solution polynomiale, elle ne per-

met de le faire que pour une classe restreinte

de probémes.
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Complexe
Introduction

Il existe en e et un grand nombre de probdémes
pour lesquels on suspecte qu'ill n'existe pas
d'algorithmes polynomiaux mais pour lesquels
la nethode de la diagonale ne nous permet
pas d'en faire la preuve. Nous devrons nous
contenter d'un esultat plus faible.

Grédcea la nethode de la eduction nous mon-
trerons pour une classe de probémes (inéressants
en pratique), pour lesquels on n'a jamais troue
d'algorithme polynomial et pour lesquels on
pense qu'il n'en existe pas, que si il existait un
algorithme polynomial pour esoudre un seul
des probtmes de cette classe alors tous les
probémes de cette classe posederaient un al-
gorithme polynomial. Cette classe est appete
la classe des probdmes NP-complets
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions g@erales

Dans un premier temps, Nous Nous inéresserons
principalement au temps recessairea |'execution
des algorithmes. Ce temps d'excution @pend
principalement de :

la machine utilige;

les donmes sur lesquelles l'algorithme est
appliqe.
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions g@merales

Mais doit-on consi@rer des mesures de com-
plexieé du type suivant ?

Pour le nombre 64165461351654, sur
la machine AlphaX22, Il'algorithme A
a un temps d'excution de 1 2 10 S3s
et I'algorithme B a un temps d'excution
de 9:8 10 “s.

Cette information manque de grralié.
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions g@erales

Il convient donc d'abstraire cette mesure. Nous
le ferrons dans trois directions :

taille versus valeur, la taille est certaine-
ment plus importante que les valeurs parti-
cukeres sur lesquelles l'algorithme travaille;

®anmoins, pour des taillesegales d'instances,
les valeurs peuvent avoir une certaine im-
portance. Nous tiendrons compte du plus

mauvais cas (worst-case analysis);
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions @erales

pour ne pas tenir compte du temps par-
ticulier mcessaire pour la esolution d'un
probéme sur une machine particukere (PC
vs Super Computer Q), nous mesurerons la
complexie en nombre de pas (orations
etmentaires). Notons que la vitesse pour
e ectuer un pas peut simplement étre con-
si¢éee comme une constante multiplica-
tive.
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions @merales

Par exemple, la nethode de tri \bubble sort"
a une fonction de complexie de la forme cn?.
C'esta-dire qu'elle permet de trier n entiers de
taille borree (par exemple enco@s sur 32bits)

en un temps proportionnela n2. Dans cette
mesure la constante ¢ n'est pas tes signica-
tive. Dans la suite, nous utiliserons d'ailleurs

la notation O.
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Complexe
La notation O

Une fonction g(n) est dite O(f(n)) s'il existe
des constantes c et ng telle que pour tout n>

no
g(n) cf(n)

Avantagesa l'utilisation de O :

cette notation simpli e les notations;

elle introduit implicitement le facteur con-
stant mcessaire;
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Complexe
La notation O

elle n'exprime qu'une borne sugrieure;

elle ignore les comportements pour les pe-
tites valeurs évite les probtmes ks aux
instructions d'initialisation par exemple).

Exemple : O(cn?)= 0O(n?), de méme
O(cyn? + con) = O(n?)
car pour n 1

cin?+ con (¢ + c)n?.
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Complexe
Mesurer la complexi
Notions g@erales

En esune, de quoi @&pend une classe de com-
plexie ?

De trois paranetres :

le moale de calcul (ici on consi@re les
machines de Turing avec 1 ou plusieurs
rubans);

le mode d'excution : @terministe - non
eterministe;

la ressource que I'on veut borner : le nom-
bre de pas d'excution (temps calcul) ou
la nemoire. On bornera cette ressource
grAcea une fonction qui @pend de la taille
de l'input (probdme a esoudre). Cette
fonction sera expring@ en O.
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Complexe
Algorithmes e caces

Quand un algorithme est-il e cace ?
O(n);0(n?);0(n3);::: ?
Di cilea dire...

Par contre une complexié exponentielle O(c")
est presque toujours excessive.

Par exemple si c=2 et n =100 (taille mod-
este), on a 2 100 =10 30  Sj chaque oration
prend un nano-seconde, lI'excution prendra de
lordre de 3 10! skcles ! Et si n = 1000
. Et donc quelque soit les facteurs constants
(vitesse de l'ordinateur) qui a ectent lI'exponen-
tielle, le temps de calcul est clairement excessif
m@me pour des tailles modeste de probémes.
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Complexe
Algorithmes e caces

Cecietant dit, peut-on dire gu'une complexi¢
polynomiale est acceptable ? En @mral, non
' Mais en pratigue la derence entre com-
plexie polynomiale et exponentielle est telle-
ment forte qu'il est tentant de xer & une lim-
ite. De plus en pratique, il est rare d'obtenir
des complexieés polynomiales avec un exposant
elee.

De plus, notre but principal est de montrer que

des probtmes n'ont pas de solution algorith-
mique e cace.
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Complexe
Prol@me et langage

ICci,a nouveau, Nnous nous ineéresseronsa des
probémes binaires.

Nanmoins, quelques pecautions doivent étre
prises. Notre but est de tirer des conclusions
sur la complexi¢ de probémesa partir de la
complexié (de @cision) du langage de I'encodage
des instances positives du probéme.

Heureusement, vu que nous consi@&rons la fron-
iere polynomiale-exponentielle comme notre
mesure discriminante, la situation est assez sim-

ple.

En eet, il est facile de se convaincre que les
encodages naturels des instances d'un probéme
sontequivalentsa un polyndme pes.
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Complexe
Prol@me et langage

Consieérons l'encodage d'un probéme relatif
a un graphe ni ( V;E). On peut par exemple
consieérer les deux encodages traditionnels :

1. chague sommet est repeseng par un nom-
bre binaire de longueur dlog > (jV])e bits; chaque
arc par une pair ( Vvq;Vvo); la representation
de ce grapheetant alors la liste de ces m
sommets et n arcs, I'encodage est alors de
complexik O((m + n) log2o(n))

2. un autre encodage consistea repesenter
les sommets comme ci-dessus mais les arcs
a l'aide d'une matrice d'incidence. La com-
plexie de cette encodage est alors O(n?).
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Complexe
Prol@me et langage

Prope¢ d'un encodage raisonable (qui per-
met de tirer une conclusion sur un probémea
partir de son encodage) :

I'encodage ne peut contenir de bourrage .
Par exemple, il y a bourrage si il existe un
encodage de longueur n et qu'on ajoutea
la suite de cet encodage 2 " n caractres
sans signi cation. Si il existe un algorithme
polynomiale sur cet encodage, on ne peut
bien entendu pas en conclure que le probéme
soit en e et polynomial;

Il doit étre possible de @&coder la repesen-
tation d'un probdéme en temps polynomial
(on ne veut pas d'encodage @ un chire
serait co@ via le probéme de l'arét d'une
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machine de Turing par exemple, dans ces
circonstances on pourrait passera o% d'une
solution polynomiale pour le probéme).

les nombres ne peuvent pas étre repesenes
en nuneration unaire.



Complexe
et machines de Turing

Comme pour la @cidabilie, nous adopterons
les machines de Turing pour formaliser la no-
tion d'algorithme polynomial.

[ nition . soit M une machine de Turing
@terministe qui s'ar®te toujours. La com-
plexie en temps de M est la fonction Ty, (n)
@ nie par

Tm(n)=max fmj9x 2 X)) =
n et lI'execution de M sur X comporte metapes (@

C'est bien une complexié au cas le plus mau-
vais.

[ nition . Une machine de Turing M est

polynomiale si il existe un polymdme  p(n) tel

gue la fonction de complexi¢ Tm (n) satisfait :
Tm(n)  p(n)

pour tout n O.
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Complexe
et machines de Turing

Tese : si il existe un algorithme polynomiale
pour esoudre un probéme alors il existe une
machine de Turing polynomiale pour esoudre
ce probéme.

Tleoemes qui appuient cette tkese :

Thm : Etant donme un machine de Turing
multi -rubans M qui ogre en temps O(f (n))
alors il existe un machine de turing M O qui

@cide exactement le m@me langage en temps
O(f (n)?).

Thm : Si une machine RAM calcule une
fonction en temps O(f (n)), alors il existe une
machine de Turing M a 7 rubans qui calcule
en temps O(f (n)3).

Nous ne @&montrerons pas ces thms. Le lecteur
iInérese par plus de @tails est renvoga [CP93].
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Complexe
La classe P

On e nit maintenant la classe des probémes
polynomiaux.

[& nition . La classe P est |la classe des lan-
gages ecieés par une machine de Turing poly-
nomiale.

Nous a rmons que :

la classe P caracerise bien la notion d'algo-
rithme e cace. Les algorithmes polyno-

miaux sont souvent e caces et les algo-
rithmes exponentiels le sont rarement;

la classe P a une @ nition robuste : elle
est insensible au choix particulier de ma-
chine et d'encodage.
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Complexe
Transformations polynomiales

Deux exemples de probémes qui n'ont pas de
solution polynomiale connue :

probéme du voyageur de commerce . soit
V un ensemble de n villes; d:V V! N
une fonction qui renvoit la distance en-
tre deux pairs de villes, et b une borne.
Le probéme consistea @terminer si il ex-

Iste un circuit passant une et une seule
fois par chaque ville et ayant une longueur
Inérieurea  b.

Algoevident . essayer toutes les permuta-
tions possibles des n villes (on teste chaque
circuit possible). Mais sa complexi¢ est
O(nl).
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Complexe
Transformations polynomiales

probéme du circuit hamiltonien . soit un
graphe G =( V;E), le probkme consistea
@cider si G contient un circuit ferne qui
passe une et une seule fois par chaque ville.

Algoevident : ['algorithme qui eri e l'en-
semble des permutations de villes possibles
estegalement une solution, non polynomi-
ale malheureusement.
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Complexe
Transformations polynomiales

A propos des deux probtmes peedents, on
peut @montrer le fait suivant :

Thm : le probéme du voyageur (TS) de com-
merce est dans P si et seulement si le probéme
du circuit hamiltonien (HC) est dans P.

Une telle propre¢ est inkressante car elle rem-
place deux questions HC2? P et TS2? P par
une seule queston fHCTS 7 Pg

Pouretablir le thm ci-dessus, on utilise la no-
tion de transformation polynomiale.
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Complexe
Transformations polynomiales

[ nition . solent un langage Lj 2 4 etun
langage L, 2 ,. Une transformation polyno-
miale de L1 vers Lo (notation L4 / L) est
une fonction f . ! > qui satisfait les con-

ditions suivantes :

elle est calculable en temps polynomial,

f(x) 2 Ly sietseulementsi x2 Lj.

On utiliseraegalement le terme eductions poly-
nomiales pour @signer une transformation poly-
nomiale.
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Complexe
Transformations polynomiales

On peut rephraser la @ nition peedente en
terme de probéme :

Une transformation polynomiale est une
fonction f calculable en temps poly-
nomiale quia partir d'une instance
X d'un probéme P, calcule une in-
stante f (x) d'une probeéme P, telle
gue X est positive ssi f (x) l'est.
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Complexe
Transformations polynomiales

Thm : il existe une transformation polynomi-
ale du probtme du circuit hamiltonien vers le
probéme du voyageur de commerce.

Preuve : Soit une instance de HC @& nie par
un graphe G = ( V;E). On obtient l'instance
de TS suivante :

I'ensemble des villes estegala I'ensemble
des sommets du graphe : C = V;

la fonction d est @& nie comme suit :

(
Ccay — 1 si(vjvj) 2 E.
dlvisv) = 2 si(vj;vj) 62E.

b= V]
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| faut maintenantetablir deux choses :

la transformation est polynomiale. En ef-
fet, la liste des villes cee est la liste des
sommets, la @ nition de d est obtenue en
Inspectant les arcs du graphe. Ces deux
orations sont clairement polynomiales.

la transformation peserve le caracere posi-
tif et egatif des instances.

En eet, pour le caracére positif : sup-
posons que l'instance de TS construite soit
positive. S'il existe un parcours des villes
de longueur b = jV|, ce parcours ne peut
contenir que des arcs de longueur 1. Et
donc HC est positif.

Pour le caracere mgatif . (contrapoge)
si HC est positif, le circuit @ nit un par-
cours des villes n'utilisant que des arcs de



longueur 1 et donc bien un circuit de longueur
totale Vj.

On a donc bien HC/ TS Bien gue ce soit
moinsevident on peutegalement montrer TS/
HC



Complexe
Transformations polynomiales
Propets

Lemme : siLqi/ Lo alors

siL,2 P alors L1 2 P;

si Lq 62P alors Lo 62P.

Preuve : la deuxeme a rmation est la contra-
poge de la premere, nous ne justions donc
gue la premere.

Pour esoudre w 2 L1, ontransforme wenf(w)

avec la transformation polynomiale f. Nous
notons p(n) le polymme qui @& nit la com-
plexie de la transformation f. Ensuite on

teste f(w) 2 L. Vu que Lo est polynomial
on note pY{m) le poly®me @ nissant la com-
plexie de ce test. La complexi¢ totale pour
tester w2 Lq estdonc, p(n)+ pY{p(n)) qui est
bien un polyndme.
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Complexe
Transformations polynomiales
Propets

Notons que le lemme peedent nous permet
@tablir que HC2 P ssi TS2 P.

Lemme : Les transformations polynomiales
sont transitives : si L1/ Lo et Lo/ Lg alors
L1/ Ls.

Preuve : Pour obtenir une transformation de
L1a Lg, il sut de composer les transforma-
tionsde Lja Ly etde Loa Lg.
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Complexe
Transformations polynomiales

[ nition . Deux langages L, et Lo sont
polynomialement equivalents Si et seulement
siLq/ Loet Lo/ Lj.

La relation \polynomialementequivanlent” est
une relation déquivalence (transitive, e exive
et synetrique). Cette relation @& nit des classes
cequivalence.

Dans une mé&me classe dequivalence soit au-
cun probéme n'a de solution polynomiales soit
tous ont une solution polynomiale.

Si on veut montrer gu'un langage L appartient

a une classe dquivalence polynomiale C, il
sut de trouver L; 2 C et L 2 C tels que
L/ LietLy/ L.
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Complexe
Transformations polynomiales

Ceci est tes utile : on peut replacer les gues-
tions individuelles sur les langages d'une classe
concernant leur polynomialé par \la classe
admet-elle oui ou non une solution polynomi-

ale".

En pratique, on remarque la classe cdequivalence
qui contient HC et TS, contient beaucoup de
probémes dont aucun n'a de solution polyno-
miale connue.
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Complexe
La classe NP

La esolution du probdéme du circuit hamil-
tonien est dicile,

non pas parce qu'il est dicile de ecider
Si une proposition de solution est e ective-
ment une solution. [@terminer si une se-
guence de sommets est ou non un circuit
hamiltonien est facile;

par contre il est dicile car il y a un nombre
exponentiel de solutions potentielles.

Cette caraceristique est vraie pour un grand
nombre de probémes.

202



Complexe
La classe NP

Si Enuneration ne coutait rien alors ces pro-
bémes auraient une solution algorithmique ef-
cace.

Si on adopte le moale (non ealiste) des ma-
chines de Turing non-@&terministe pourenu-
nerer les dierentes solutions potentielles alors

ces probémes sont \faciles"a esoudre.
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Complexe
La classe NP

Pour esoudre le probéme du circuit hamil-
tonien avec une machine de Turing non @terministe,
on proede comme suit :

chaque excution possible de la machine
@mre une permuttation des sommets du
graphe (utilisation du non-@terminisme);

la machine n'accepte que les excutions qui
correspondenta des circuits hamiltoniens.
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Complexe
La classe NP
Complexg des machines
non-eéterministes

[@ nition . Le temps de calcul d'une machine
de Turing sur un mot  w est don® par

la longueur de la plus courte  excution
acceptant le mot si celui-ci est accepeg;

la valeur 1 si le mot n'est pas accepe.

Donc, on ne tient pas compte du temps calcul
des mots non accepe

[@ nition . Soit M une machine de Turing
non @terministe. La complexieé en temps de
M est la fonction Ty (n) @& nie par

Tm(n)=max fmj9x 2 LX) =
n et le temps de calcul de M sur x est mg
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Complexe
[& nition de la classe NP

[ nition . la classe NP (Non @&terministe
P olynomial) est |la classe des langages accepés
par une machine de Turing non @terministe
polynomiale.

Tleoeme . Soit L un langage appartenant
a NP . Alors il existe une machine de Turing
@terministe et un polymdme p(n) tel que M
@cide L et est de complexié en temps borree

par 2 P(n).

Preuve : Soit M4 la machine non-@&terministe
de complexié g(n) qui accepte L. On sait donc
que si M4 accepte un mot w de longueur m,
alors elle l'accepte avec une excution d'une
longueur boree par g(m).
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Nous construisons une machine de Turing @&terministe
M qui va :

simuler toutes les excutions de Mg Sur w,
executions de longueur | g(m);

accepter w si une de ces excutions termine
dans unetat accepteur.

Quelle est la complexi¢ de M ? Soit r le nom-
bre maximum de choix possibles pour une con-
guration successeur dans Mg (dege de non-
@terminisme). Il y a donc rd(n)  excutions
possiblesa simuler. Chaque excutiona une
longueur bormee par g(n) et donc doit pou-
voir étre simuée en un temps bore par un
polymme en g(n), donc par un polydme  q{n).
Le temps calcul global est donc  r9(")  g4n),
qui est borre par 2 '092(r)(a(n+ a{n)) qui est bien
de la forme 2 P(M) pour un polydme p.
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Ce tleoeme etablit que l'on peut esoudre

les probémes de la classe NP avec un algo-
rithme exponentiel. 1l y a beaucoup de raisons

de penser que l'on ne peut pas esoudre ces
probémes avec un algorithme polynomial. Au-
cune preuve n'a toutefois pu étre construirea
I'neure actuelle. C'est le fameux probeéme

P="NP



Complexe
Structure de la classe NP

La notion de polynomialementequivalent per-
met de structure NP .

Nous @ nition |'ordre partiel suivant :

[@ nition . Une classe deéquivalence polyno-
miale C4 est ingérieurea une classe e@&quivalence

Co (notation C; C») s'il existe une transfor-
mation polynomiale de tout langage Cq1 vers
tout langage Co.

Intuitivement C4q Co si\les probdmes de Cy

sont plus facilesa esoudre que les probémes
de C»y".
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Complexe
Structure de la classe NP

Teoeme . La classe NP contient la classe
P (P NP).

La preuve est imnediate.

Lemme : Laclasse P estune classe cequivalence
polynomiale.

Preuve : Montrons que pour tout Li;Lo 2 P
ona Li/ Lo. Soit w un mot :

on @&termine si w2 L4 : temps polynomial
requit;

siw2 Ly, gerer wOtel que w92 L, (ce wo
peut-étre le m@me pour tous les W). SI w 62
L1, @®rer (un autre) wOtel que wO62L 5.
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Complexe
Structure de la classe NP

De manere similaire, on peut montrer :

Lemme : Pourtout L1 2 P etpouttout Lo 2
NP,ona Lq/ L».
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Complexe
Les prokmes NP-complet

NP -Complet = classe des probeémes les \plus
di ciles" dans NP .

[ nition . Un langage L est NP -complet si

1. L 2 NP,

2. pour tout langage L9%2 NP, LO/ L.

Tlereme . Siil existe un langage NP -complet
L est @ci@ par un algorithme polynomial, alors

tous les langages NP sont @&cidables en temps
polynomial, c'esta-dire P= NP.
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Complexe
Etablir la NP-comptude

Pour @montrer L 2 NPC , on montre que : (i)
L 2 NP (ii) pour tout langage  L92 NP, L9/ L.

A la place du point deux, on peut montrer qu'il
existe L92 NPC tel que L9/ L (ceci gicea
la propre¢ de transitivie des transformations
polynomiales).

Remarque : un probéme est NP -dur si il est
au moins NP . Il existe des probémes qui sont
plus diciles que les probémes NP -complet.
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Complexe
Un premier proldme NP-complet

Tables de eri¢ du calcul booten :

P19 |P_(Q
pil:p 0|0 0
0| 1 01 1
1 O 10 1

1|1 1
pPla|pP"( plaga|p! g
00 0) 00 1
01 0) 0|1 1
1,0 0) 1,0 0
11 1 11 1
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Complexe
Un premier prol@me NP-complet

Expression booéenne :
@a~@O _(.1)) ! O

La valeur de eri¢ d'une expression boodenne
estevaluable en temps polynomial (tables
de erie).

Calcul propositionnel : introduction de vari-
ables

(p*(q_(:r)) ! s

Fonction d'interpetation : f:P!f 0;1q,
f attribue une valeur de eri¢ aux variables

bookennes.
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Formule satisfaisable : une formule propo-
sitionnelle est satisfaisable si et seule-
ment si il existe une fonction d'interpetation

f qui rend vraie (on note f fF le fait
que f rend vrai ).

Formule valide : une formule proposition-
nelle est valide si et seulement si toute
fonction d'interpetation f rend vraie la for-
mule

Probéme : le probéme de satisfaisabilie
(validié) propositionnel est de @terminer
si une formule est satisfaisable (validig).

Une formule est en forme normale con-
jonctive si c'est une conjonction de disjonc-
tions de littraux.

ex: (:p_9 (r_:s_p



Une formule est en forme normale dis-
jonctive si c'est une disjonction de conjonc-
tions de littraux.

ex: (:p™rq _(r™: s™p)



Complexe
Un premier prol@me NP-complet
Tleoeme de Cook

Probdme SAT . probéme de ecider la sat-
isfaisabilié d'une formule propositionnelle en
forme normale conjonctive.

Tleoeme . le probdme SAT est NP -complet.
Preuve

() SAT est bien dans NP . En e et, etant
donme une fonction d'interpetation f, il existe

bien un algorithme polynomial pour eécider si
fE?

(i) SAT est NP -dur. On va montrer gu'il
existe une transformation polynomiale de tout
langage de NP vers Lgat .
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transformationa 2 arguments : un mot W
et un langage L.

on s'appuie sur le fait gue chaque langage L
est caracerie par une machine de Turing

non @terministe polynomiale (bormee par

un polymdme p(n)).

Soit un mot w (jwj = n) et une machine de
Turing non @terministe M=(Q; ; ; :;s;B;F)
(bore par p(n)).

Le sclema de preuve pour montrer le fait que

SAT est NP -dur est le suivant : on va mon-
trer que pour chaque machine M et mot w,
on peut construire une formule M:w telle que
cette formule est satisfaisable si et seulement

si w2 L(M). De plus, on va montrer que la
formule construite est en forme normale con-
jonctive et sa longueur est boree polynomi-
alement par rapporta p(n).



ldke : une interpetation f satisfait .\ Sif
\@crit" une excution accepeée de M sur w.

Le tableau suivant, quand il est compde, con-
tient la description d'une excution accepee
de M sur w. Ce tableau contient un nombre
de lignes et de colonnes borme par p(n).

Q P C R

Repesentation d'une excution par des vari-
ables propositionnelles :

une proposition rj pour 0 ;] p(n) et
2



rij estvraie ssilors dupas | de l'excution,
la case | du ruban contient le sym-
bole

une proposition g pour O ;] p(n) et

2 Q.

gy estvraie ssilors du pas i de I'excution
la machine est dans ktat

une proposition  pjj pour O ;] p(n).

pjj estvrale ssilors du pas | de I'excution,
la ¥te de lecture se trouve en po-
sition | .

une proposition cj pour O ;] p(n) et
1 k .



Cik est vraie ssi le choix e ecte lors
du pas i de l'eecution est le choix

nunero K.

On construit alors la formule w:M comme la
conjonction des formules propositionnnelles suiv-

antes :

chaque case du ruban contient exactement
un symbole :
2 3
AT o )N (ri _:rj 92

0 ij p(n) 2 6 2

Notons que cette formule a une longueur
de O(p(n)?).

a chaque moment de l'eecution, la ®te
de lecture se trouve exactement sur une

position du ruban :



2 3
4 7 (py M ( (:pj _: pij9)) °

0 i p(n) 0 j p(n) 0 j6j° p(n)

Notons que cette formule a une longueur
borre par O(p(n)3).

description de ktat initial de la machine :

2 3
rojw,. rojg ©  Cos” Poo

0O j n1 n j p(n)

Notons que cette formule a une longueur
borree par O(p(n)).

Les transitions de la machine sont exprinees
a l'aide de formules de la forme suivante :



(rii ~opi) !t raen
0 i<p(n)

0 J p(n)
2

Cette formule peut facilement étre mise
en forme normale conjonctive (transformer
I'implication en une disjonction). Sa longueur
est de O(p(n)?2).

Autre formule pour formaliser la relation de
transition :

2 3
A (G "pij “ri Mcok) ! Qusny 9N
(g Mpj A M) ! Ty O
0 i<p(n) (@ "Pi"Ti " Ck) ! Phs i+
0 J p(n)
2
1 k r

Q d2f 1;1g ( 1 si @éplacement de la
Bte de lecture vers la gauche, +1 vers la



droite). Cette formule peut facilementétre
mise en forme normale conjonctive (trans-
former l'implication en une disjonction). Sa
longueur est de  O(p(n)?2).

La formule suivante exprime que Etat nal
est atteint :

[Gi ]

O 1 p(n)
2 F

Cette formule est de longeur O(p(n)).

Donc la longueur de la formule entre est de
O(p(n)3). Elle peut étre construite en temps
polynomiale par rapporta p(n). On a bien
que v est satisfaisable ssi w2 L(M). On a
donc bien une transformation polynomiale de
tout langage NP vers SAT .



Complexe
D'autres prol@mes NP-complets
3SAT

Nous allons maintenant montrer qu'un cas par-
ticulier de SAT , appet 3SAT , estegalement
NP -complet.

3SAT : satisfaisabilie des formules proposi-
tionnelles en forme normale conjonctives qui
ont exactement 3 littraux par clause.

Tleoeme . SAT /| 3SAT .
Une fonction d'interpetation fO: PO1f 0;1g

est une extensionde f : P !f 0;1gssiP PO
et 8p2 P :fqp)= f(p).
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
3SAT

Il faut montrer que pour toute formule en
forme normale conjonctive, on peut construire

une formule O en forme normale conjonctive
avec exactement 3 littraux par clause et telle

que Oest satisfaisable ssi est satisfaisable.

De plus la formule  Odoit étre constructible en
temps polynomial par rapporta la taille de
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
3SAT

Pour construire O on proede de la faon suiv-
ante :

une clause (X1 _ X2) contenant deux
littraux est remplaee par

O (Xx1_Xa_y)"M(X1_x2_:Y)

@ y2 PP (y est une nouvelle variable).
Notons gu'on a bien que que pour tout f
et f Qune extension de f:

fE ssifO% O

Et donc, notre transformation peserve bien
la satisfaisabilie.

218



Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
3SAT

une clause (x1) comportant un seul
littral est remplaee par :

(X1 _y1_y2)"
o (Xi_y1_:y2)"

(X1 _:y1_y2)"

(X1 _:y1_:Y2)
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Complexe
D'autres proldmes NP-complets

3SAT
une clause (X1 _Xo it Xj_ i X))
comportant | 4 littraux est remplaee

par :

(X1 _X2_Yy1) "(ry1_X3_Y2)
Niy2 _Xa_y3) M
MY 2o XiZYio1) N
YL A X 21 3)
MEYE 3 X 1 X))

A nouveau on peut se convaincre que la
formule obtenue est de taille polynomiale
par rapporta la clause de @part et cette
clause est satisfaisable par et seulement par
les extensions des fonctions d'interpetation
qui satisfont la clause de @part.
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

VC : Etant donms un graphe G =(V,;E) et
un entier | | EjJ, Il faut @terminer s'il existe

un sous-ensemble VO V tel que jV§ | et tel
que pour tout arc ( u;v) 2 E, soit u, soit v2 V9

Tleoeme . 3SAT / VC.

Feduction . Pour chaque instance positive
(regative) de  3SAT , on construit une instance
positive (regative) de VC .
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Complexe
D'autres prol@mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Instance de  3SAT

@ chaque E; est de la forme :

Xi1_ Xi2 _ X3

@ Xj est un literal. Ces formules du calcul
propositionnel sont construites sur I'ensemble
de propositions
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Etant donme la formule , on construit lI'instance
suivante de VC.

Le graphe G = ( V;E) contient I'ensemble de
sommets V suivant :

(i) pour chagque proposition pi 2 P, V contient
deux sommets: p; et : pi;

(ii) pour chaque clause Xj1_Xj2_Xj3, V contient
trois sommets X1, Xj2 et Xj3.

] V | est doncegalea 2 | +3 K.
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Complexe
D'autres prol@mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

L'ensemble E contient les paires suivantes :

(i) l'arc ( pj;: pij) pour chague paire de som-
mets p;;:pj, 1 1 |

(i) lesarcs ( Xj1;Xj2), ( Xj2;Xi3) et ( Xj3;Xj1) pour
chaque clause Xj1 _ Xj2 _ Xj3;

(it ) un arc entre chague sommet Xjj et le som-
met p ou : p repesentant le littral corre-
spondant.

Le nombre d'arcs du graphe G est donc de
|+6 k.

Finalement, on xe la constante ja 1 +2 K.
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Voici une illustration de cette eduction :

(P2 _: P1_Pa) ™ (2 P3_: P2_: Pa)

X22

X11 X13 X21 X23
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Preuve de correction . on a donc construit
a partir de la formule , une instance de VC
dont le graphe est G=( V;E)et j = 1+2 k.
Il faut maintenant montrer que

est satisfaisable
i
G a une couverture C de tallle ]
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Complexe
D'autres prol®mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Q) )
On sait que est satisfaisable et donc il ex-
iIste une valuation f telle que f . On va

construire C Va partirde f de la facon suiv-
ante:

pour tout literal u delaforme pjou:p,onau2cC
I f = u.

pour chaque triangle, on inclut deux sommets dans

C de telle sorte que le sommet non choisi du triangle

est conneckéa un literal u avec la propree que

f F u. Notons qu'un tel sommet existe toujours vu

gue chague clauseevaluea vrai pour l'interpetation

f , et donc il existe au moins un literal Xjj par clause
| quievaluea vrai pour f.

Nous avons donc construit C et jCj= |1+2 K.
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Complexe
D'autres prol@mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Montrons que C est bien une couverture de G:

les arcs ( pi;: pi) sont couverts car soit pi 2 C ou
. pi 2 C (toute valuation f rend soit p; vrai, soit : p
vrai);

les arcs formant les triangles sont couverts. En ef-
fet, en ®lectionant deux sommets parmis les trois
d'un triangle, on couvre toujours les arcs qui for-
ment le triangle;

les arcs qui relient un sommet du triangle ®lectionrme
dans le point peedent au littral correspondant
sont couverts; l'arc qui relie le sommet non lectionre
du trianglea I'ensemble des littraux est couvert par

le littral car ce littralevaluea vrai et fait donc
partie de I'ensemble de couverture.
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Complexe
D'autres proldmes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

(( ) Soit C une couverture de G de taille j.
Montrons gua partir de C, on peut construire
une fonction d'interpetation f telle que f F

On @&nit f de la facon suivante :
pour tout p2P;f(p)=1 1 p2C
Montrons maintenant que f .

Soit Ej, une clause et Xj1;Xj2;Xj3, les trois som-
mets qui correspondenta cette clause. On sait

gue JCj = |+2 k. Montrons que parmi les trois
sommets de la clause 1, il y a en a exactement
deux qui appartiennenta C.
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Complexe
D'autres proldmes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

En e et, on sait gu'il y en a au moins deux qui
appartiennenta  C sinon un des arcs ( Xj1;Xj2),
(Xj2:Xi3), ( Xj3;Xj1) est non couvert. Montrons
maintenant qu'au plus deux sommets du trian-

gle peuvent étre couverts. Faisons I'hypotlese

gue trois sommets d'un triangle sont couverts.
Dans ce cas, C ne peut contenir que

2 k+1 (383+2 (k 1))= | 1 sommets
parmi l'ensemble des sommets fpi;:pi ] pPi 2
Pg. Comme la cardinali¢ de P est I, il existe

un arc ( pj;: p;) qui n'est pas couvert, ce qui est
Impossible.
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Complexe
D'autres prol@mes NP-complets
La couverture de sommets (VC)

Donc, exactement deux sommets de chaque
triangle sont couverts. Le troiseme sommet,

soit xj; est l'origine d'un arc de la forme ( Xij ; P)
(sl xjj = p), ou de la forme ( X ;: p) (Sl Xj =
. p). Supposons arbitrairement que ce soit l'arc

(Xjj ;p) qui existe. Vu que xjj 62C, on a que
p2 C. Par @& nition on a donc f F p et donc
la clause E; est satisfaite par f. On peut faire
le mM@me raisonnement pour chaque clause de

. On a doncetablit que fF .
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Complexe
Le matchinga trois dimensions (3DM)

[& nition de 3DM

Le \machtinga trois dimensions" est une gme-
ralisation du probéme du mariage :etant donme

n hommes non mames et n femmes non marees,
une liste de toutes les paires homme-femme
acceptables, @cider si il est possible d'arranger

n mariages de telle sorte que la polygamie est
eviee et que chacun recoive unepoux ou une
epouse qu'il/elle trouve acceptable. De manere
analogue, dans le matchinga trois dimensions,
trois ensembles W, X et Y correspondenta
trois sexes et chaque triplet de M correspond
a un mariagea trois acceptable.

Note : 2DM peut étre esolu en temps poly-
nomial alors que 3DM est NP-Complet
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Theoeme . 3DM est NP-Complet

Preuve

(i) 3DM est NP-Facile : Cette partie du esultat
est aigeaetablir. En e et, un algorithme non-
@terministe doit seulement deviner g= JW] =
]Xj = jY]j triplets de M et erier, en temps
polynomial , qu'aucun des triplets devies n'ont

de coordonmes communes.

(ii) 3DM est NP-Dicile . on vaetablir cette
partie du esultat en montrant 3SAT / 3DM .
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Consie@rons :
U = fuq;up;:::;ung, n variables proposi-
tionnelles;
C = fcq;Co;:::;cmQg, m clauses sur U con-
stituant une instance arbitraire de 3SAT
On va construire les ensembles disjoints W, X

et Y tels que jWj = jX] = Y] et I'ensemble
M W X Y de telle sorte que M contient
un matching si et seulement si C est satis-
faisable.
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M sera partion® en trois sous-ensembles :

1. les lignes qui assignent une valeur de eri¢
aux variables propositionnelles;

2. les lignes qui testent la satisfaction des clauses;

3. les lignes \garbage collection".
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Lignes \valeur de erg"

Pour chaque variable propositionnelle uz2 U,
on construit un composant dont la structure
@pend du nombre m de clauses dans C. Con-
siegtrons la variable propositionnelle ui (1 i
n), le composant assocea cette variable im-
plique leseéments :

internes aj[j] 2 X et b[j] 2 Y qui n‘apparatront
dans aucun autre triplet externea ce com-
posant;

externes ui[j];ui[j] 2 W, 1 ] m qui
apparatront dans d'autres tuples.

Note : W contient 2 m nektments. Un
matching devra contenir exactement ce nom-
bre ddments.
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Les triplets de ce composant peuvent étre par-
tionmes en deux sous-ensembles:

L T = f(uiliLalilblidil § mg

2. TV = f(uililali +11 ;D j1 j mgl
f(ui[m]; ai[1] ; bi[m]) g
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Vu qu'aucun desetments internes
faiJ;blj111 ] mg

ne vont apparatre en dehors des triplets de
T, = Tit[ Ti‘c , Il est facile de voir que tout match-
ing M 9 doit comporter exactement m triplets

de T, soit tous les triplets de Tit ou tous les

triplets de T

. . Donc, on peut voir les lignes
de T; comme nous focanta choisir la valeur
de eri¢ vral ou fausse pour u;. bonc M2 M
@ nit un assignement de ‘erié pour chaque
variable uj 2 U : uj est vraie ssi MO\ T; = TL.
Rem : pour simuler l'attribution d'une valeur
de erika chaque variable propositionnelle, on

choisit donc m n lignes de M.
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Lignes \test de satisfaction”
Pour chaque clause ¢ 2 C, on construit un

composant de test de satisfaction. Celui-ci
contient :

deuxedments Internes

s1[j12 X et so[j]2 Y, et

lesedments  externes de I'ensemble
fuillsuilil’2 1 ng
suivant quels littraux apparaissent dans Gj -
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Les triples de ce composant sont :

Ci = f(uiJ;saliss2l0]) J ui 2 ¢jg
[f (uilil;selilis2liD jui 2 ¢g

Donc tout matching M Ocontiendra exactement
un triplet de C;. Mais cela n'est possible que
Si uneément ui[j] (ou wu;[j]) d'un literal uj 2
¢ (uj 2 ¢) n'apparat pas dans  T;\ M9 ce
qgui sera le cas si et seulement si la fonction
d'interpetation @termie par M O satisfait la
clause ¢;.

Rem : on choisit donc ici m lignes (une pour
chaque clause).
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Lignes \garbage collection”

Pour rappel, W = fUi[jl;uij]] 1 1| n; 1
] mg et contient donc 2 m  nektments.
Jusqua pesent, n m+ meéments onte¢
choisis et cela ae¢ possible ssi l'instance de
3SAT est satisfaisable. Il faut maintenant per-
mettre de choisir des lignes contenant les m
(n 1)edments non encore choisis. On con-
struit nalement un composant G, qui implique:

lesekments  internes gi1[k] 2 X, go[k] 2 Y
avecl k m(n 1)

et lesebments  externes uj[j] et u;[j] de W.

G contient I'ensemble des triplets

G = T(uil) s 91[k]; 92[k]) ; Cuill I 91[k]; 92([K]) |
1 k m(n 1);1 1 n1 | mg
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Donc chaque paire gp[K]; g2[k] doitétre matclee
avec un unigue uj[j ] ou uj[j] qui n‘apparait dans
aucun triplet de MO9%n G. Il y a exactlement
m (n 1l)etments ayant cette propree et

la structure de G garantit qu'ils peuvent tou-
jours étre couverts en choisissant dans MO G
de manere appropree.

En d'autres termes, G garantit, que Si un sous-
ensemble de M n G satisfait toutes les con-
traintes impoges par les lignes du composant
\valeur de erié" et du composant \test de
satisfaction”, alors ce sous-ensemble peut-étre
etendu en un matching pour M.
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En esune, on a @ nit :
W= fulj;uiljlj1 1+ n1 | mg
X =A[ S1[ G avec:
{ A= fa[j]j1 i n,l1 | mg
{ S1=fsi1fj]j1 | mg
{ Gi=faufj]Jj1 J m(n 1)g
Y=B][ S[ G, avec:
{ B=fb[j]j1 i nml j mg
{ S2=fs[j]j1 | mg
{ Ga=fofj]J1 ] m(n 1)g
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et on a donc :
S S
M= TICM, LG

On a bien M W X Y etvuque jMj=
2mn +3 m +2 m2n(n 1), on peut construire
M en temps polynomial.

Des commentaires ci-dessus, il est clair que M
ne peut pas contenir de matching si C n'est
pas satisfaisable.

Montrons maintenant que si C est satisfaisable
alors M contient un matching.
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Soit f :U!f 0O;1g une valuation des variables
propositionelles telle que pour toute clause Gj ,
onaf F ¢. Etsoit z 2fuj;ujg\ ¢, un literal
de la clause ¢ tel que f F z. Un tel literal
doit exister vu que f est une valuation propo-
sitionelle qui satisfait chaque clause.

On construit alors M9 M de la faon suiv-
ante:

S S
MO= s (up=1 T f (up)=0 T

([ % f(ZJ Ulisill ] S2[J Do)

o GUYest choisi de faon appropee dans les
lignes de G de telle sorte que chaqueetment
01[K]; go[k] apparaissent une et une seule fois et
chaque ui[j];u;[j ] n'ayant pas encoreegé choisi
apparaisse une et une seule fois.
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